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УДК 539.3 

А.И. Александров1 
Запорожский национальный университет 

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ  
КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ УПРУГИХ ТЕЛ  

ПРИ НАЛИЧИИ КУЛОНОВА ТРЕНИЯ 

Отримана достатня умова єдності розв’язку контактної задачі про взаємодію лінійно-
пружних тіл при наявності кулонового тертя між ними. Застосування нелінійних операторних 
рівнянь для моделювання контактної взаємодії тіл дало можливість визначити оригінальну 
числову характеристику лінійного оператора впливу поверхневих навантажень на поверхневі 
пружні зміщення. За допомогою цієї характеристики сформульована умова, при виконанні якої 
факт єдності розв’язку контактної задачі визначається пружними властивостями взаємодіючих 
тіл незалежно від зовнішніх умов їх навантаження. 

Ключові слова: лінійно-пружні тіла, контактна взаємодія, кулонове тертя, нелінійні опе-
раторні рівняння. 

Получено достаточное условие единственности решения контактной задачи о взаимодей-
ствии линейно-упругих тел при наличии кулонового трения между ними. Применение нелиней-
ных операторных уравнений для моделирования контактного взаимодействия тел дало воз-
можность определить оригинальную числовую характеристику линейного оператора влияния 
поверхностных нагрузок на поверхностные упругие перемещения. С помощью этой характери-
стики сформулировано условие, при выполнении которого факт единственности решения кон-
тактной задачи определяется упругими свойствами взаимодействующих тел независимо от 
внешних условий их нагрузки. 

Ключевые слова: линейно-упругие тела, контактное взаимодействие, кулоново трение, 
нелинейные операторные уравнения. 

A sufficient condition of the uniqueness of the solution of the contact problem, connected with 
the interaction between the linearly elastic bodies, where possible the Coulomb friction between them, 
has been obtained. The use of nonlinear operator equations for the simulation of the contact interaction 
between the bodies made it possible to determine the original numerical characteristic of a linear op-
erator of the influence of surface loads on the surface elastic displacement. This characteristic gave an 
opportunity to formulate the conditions under which the fact of the uniqueness of the solution of the 
contact problem is defined by the elastic properties of the interacting bodies, regardless of external 
conditions of their loading. 

Key words: linearly elastic bodies, contact interaction, Coulomb friction, nonlinear operator 
equations. 

Введение. Известные случаи существования двух различных решений кон-
тактной задачи о взаимодействии упругих систем при наличии кулонова трения [1] 
делают актуальным поиск достаточных условий единственности решения такой 
контактной задачи. Эти условия нужны не только для изучения процессов механи-
ческого взаимодействия упругих тел, сопровождающихся трением, но они полезны 
для разработки методов приближённого решения соответствующих контактных 
задач. Известные условия единственности решения таких задач [1 – 4] при исполь-
зовании закона трения Кулона в классическом виде сводятся к малости коэффици-
ента трения или близости значений одноимённых упругих постоянных тел без кон-
кретных указаний границ этой малости и этой близости. Цель данной статьи за-
ключается в получении нового достаточного условия единственности решения рас-
сматриваемых контактных задач, которое основано на использовании нелинейных 
операторных уравнений для формулирования задач [5; 6]. 

Операторное уравнение контактной задачи. Рассмотрим трёхмерную ста-
тическую контактную задачу о взаимодействии двух линейно-упругих тел с учётом 

                                                 
1 ©А.И. Александров, 2009 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

4 

трения Кулона при неизвестной поверхности контакта и неизвестной границе раз-
дела зон проскальзывания и сцепления на этой поверхности. При определённых 
допущениях [5] эта задача сводится к решению операторного уравнения [5; 6] 

( )( )( )fpAEpGp −⋅−= µ ,                                             (1) 

где ( )321 p,p,pp =  – неизвестная вектор-функция контактной нагрузки, отыскива-

емая в гильбертовом пространстве ( )Ω3
2L  [6] вектор-функций, каждая из трёх компо-

нент которых является элементом пространства ( )Ω2L  [7]; ( )321 f,f,ff =  – заданный 

элемент ( )Ω3
2L , который характеризует конфигурацию взаимодействующих тел и 

условия их нагружения; µ  – коэффициент трения; E  – произвольная положительная 
константа, значения которой не влияют на множество решений уравнения (1) [6]; Ω  
– заданная ограниченная плоская область, содержащая в себе неизвестную заранее 
зону контакта тел. Входящий в правую часть уравнения (1) линейный ограниченный 
оператор влияния ( ) ( )Ω→Ω 3

2
3
2 LL:A  определён соотношениями: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3
1 2 3 1 2 3 2

3

1
1 3i ij j

j
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∑
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                                (2) 

где ( ) ( )Ω→Ω 22 LL:Aij  есть заданные линейные ограниченные операторы [7]. Не-

прерывный нелинейный оператор ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:Gµ , входящий в правую часть 

уравнения (1), задан равенствами: 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
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                               (3) 

в которых µ  есть коэффициент трения, а функции h  и q  имеют вид: 
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В [8] показано, что, подобная рассмотренной выше, квазистатическая кон-
тактная задача при дискретном характере процесса нагружения сводится к реше-
нию нескольких уравнений вида (1) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) n,i,fpAEpGp iiii 1=−−= µ ,                                 (6) 

соответствующих различным шагам нагружения. Каждое из уравнений (6) характери-
зуется своим элементом ( ) ( )Ω∈= 3

2Lff i  и может быть решено лишь после решения 
предыдущего уравнения. Решением квазистатической контактной задачи (6) естест-
венно считать элемент ( ) ( )Ω∈ 3

2Lp n , удовлетворяющий последнему из уравнений (6). 
Таким образом, если получено достаточное условие единственности решения 

уравнения (1) в пространстве ( )Ω3
2L , не зависящее от элемента ( )Ω∈ 3

2Lf  (но зави-

сящее от значения µ  и оператора ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:A ), то это условие будет гаран-

тировать единственность решения как статической, так и квазистатической кон-
тактной задачи в рассматриваемом функциональном пространстве. 

Формула конечных приращений для оператора мG . Соотношения (3) – (5) 

означают, что для элемента ( ) ( )Ω∈= 3
2321 Lx,x,xx  при фиксированном Ω∈s  трёх-

мерный вектор ( )( ) 3RsxG ∈µ  есть метрическая проекция вектора ( ) 3Rsx ∈  на сечение 

конуса ( ){ }2
1

22
3

2
2

3
321 yyy|Ry,y,y µ≤+∈  плоскостью ( )11 xhy ⋅= µ . Используя такую 

геометрическую интерпретацию оператора ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:Gµ , можно показать, что 

для любых элементов ( )321 p,p,pp = , ( ) ( )Ω∈= 3
2321 Lp~,p~,p~p~  справедливо равенство 

( ) ( ) ( )p~pBp~GpG −=− µµ ,                                             (7) 

в котором линейный ограниченный оператор ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:B  определяется со-

отношениями: 
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В соотношениях (9) измеримые по Лебегу на Ω  [7] функции ( )sc1 , ( )sc2 , ( )sc3 , 
( )sa , ( )sb , ( )sθ  удовлетворяют условиям: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2
3

0 1 1 3

0 2

0

ic s i , ,

s ,

a s b s ,

c s a s b s ,

Ω

θ π Ω

µ Ω

Ω

⎧ ≤ ≤ =
⎪
⎪

≤ ≤⎪
⎪
⎨
⎪ + ≤
⎪
⎪

⋅ + =⎪⎩

почти всюду на

почти всюду на

почти всюду на

почти всюду на

                           (10) 

и однозначно определяются элементами p  и p~ , входящими в равенство (7). 
Для фиксированного положительного числа µ  рассмотрим класс µB  всех таких 

линейных ограниченных операторов ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:B , каждый из которых задан 

соотношениями (8), (9), где измеримые по Лебегу на Ω  функции ( )sc1 , ( )sc2 , ( )sc3 , 
( )sa , ( )sb , ( )sθ  удовлетворяют условиям (10) и однозначно определяются оператором 

B . Последнее означает, что каждому оператору µBB∈  соответствует свой набор  
измеримых по Лебегу на Ω  функций ( )sc1 , ( )sc2 , ( )sc3 , ( )sa , ( )sb , ( )sθ , удовлетво-
ряющих условиям (10) и входящих в формулы (9), (8), задающие этот оператор B . 

Класс µB  построен таким образом, что для любых элементов ( )Ω∈ 3
2Lp~,p  

существует зависящий от них оператор µBB∈ , удовлетворяющий равенству (7). 
Союзный спектр оператора влияния. Положительное число µ  будем на-

зывать союзным числом линейного оператора ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:A , если существует 

такое положительное число E , что для любого оператора µBB∈  нельзя указать 

элемент ( )Ω∈ 3
2Lx , отличный от нулевого, который бы удовлетворял равенству 

( )( ) xxAExB =⋅− .                                                  (11) 

Множество всех союзных чисел линейного оператора ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:A  будем на-

зывать союзным спектром этого оператора и обозначать символом ( )AUS . 
Из приведённых определений следует, что положительное значение ( )AUS∈µ  

тогда и только тогда, когда при некотором положительном значении E  равенство 

( )( ) { }θ=−⋅−⋅ IAEIBKer  

выполняется для каждого оператора µBB∈ . Здесь символом I  обозначен тождест-

венный оператор, действующий из ( )Ω3
2L  в ( )Ω3

2L , символом θ  – нулевой элемент 

пространства ( )Ω3
2L  и символом ( )DKer  – линейное многообразие всех таких эле-

ментов ( )Ω∈ 3
2Lx , для которых ( ) θ=xD  [7]. Отыскание союзного спектра линей-

ного оператора ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:A  является очень сложной задачей, связанной с 

построением спектра оператора ( ) ( ) ( )Ω→Ω⋅−⋅ 3
2

3
2 LL:AEIB  для каждого 0>E , 
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каждого 0>µ  и каждого оператора µBB∈ . Однако эта задача может быть решена 
в некоторых простых частных случаях. Например, для линейного оператора 

( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:A , задаваемого соотношениями 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⋅=
⋅+⋅=

⋅+=
=

Ω∈==

,sxsy
,sxsxsy

,sxsxsy
;xA~y

;Ly,y,yy,x,x,xx

33

212

211

3
2321321

5
52

2

 

союзный спектр ( )A~US  совпадает с интервалом ( )0 1 2, . В этом можно убедиться, 
определяя собственные значения числовых матриц вида ( )AEIB ′⋅−′⋅′ , где E  – 
положительное число и числовые матрицы B′ , I ′ , A′  заданы равенствами 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=′

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=′

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=′

500
052
021

100
010
001

333231

232221

131211
A,I,

bbb
bbb
bbb

B . 

В первом из этих равенств ( )sbb ijij =  для всех Ω∈s , а постоянные функции ( )sbij  
заданы соотношениями (9) при условии, что удовлетворяющие равенствам и нера-
венствам (10) функции ( )sc1 , ( )sc2 , ( )sc3 , ( )sa , ( )sb , ( )sθ  принимают постоянные 
значения на всём множестве Ω . 

Условие единственности решения контактной задачи. Справедливо сле-
дующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть для линейного оператора влияния ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:A  вида (2) 

множество ( )AUS  не является пустым и число ( )AUS∈µ . Тогда для любого элемента 

( )Ω∈ 3
2Lf  уравнение (1) не может иметь более одного решения в пространстве ( )Ω3

2L . 
Доказательство. Если предположить, что для некоторого элемента 
( )Ω∈ 3

2Lf  различные элементы ( )Ω∈ 3
2Lp~,p  удовлетворяют уравнению (1), то из 

очевидных равенств 

( )( )( )fpAEpGp −⋅−= µ , 
( )( )( )fp~AEp~Gp~ −⋅−= µ , 

выполненных для любого положительного E  [5; 6], вытекает равенство 

( ) ( )( )( )p~pAEIBp~p −⋅−=− , 

в котором оператор µBB∈  зависит от E . Таким образом, для любого положитель-
ного E  найдётся такой зависящий от E  оператор µBB∈ , при котором равенство 

(11) выполняется для ненулевого элемента ( )Ω∈−= 3
2Lp~px . Но это означает, что 

( )AUS∉µ . Поскольку полученное соотношение ( )AUS∉µ  противоречит условию 
доказываемой теоремы, то утверждение этой теоремы верно. 
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Теорема 1 доказана. 
Доказанная теорема означает, что при выполнении условия ( )AUS∈µ  квази-

статическая задача (6) не может иметь более одного решения в пространстве ( )Ω3
2L  

(если под решением задачи (6) понимать элемент ( ) ( )Ω∈ 3
2Lp n , удовлетворяющий 

последнему из уравнений (6) и полученный после того, как в пространстве ( )Ω3
2L  

решено каждое из предшествующих ( )1−n  уравнений (6)). 
Условие существования и единственности решения контактной задачи. 

Рассмотрим вопрос о существовании и единственности решения операторного 
уравнения 

( )( )( )fpApEpGp −+⋅⋅−= εµ ,                                     (12) 

получающегося из уравнения (1) заменой линейного оператора ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:A  

на близкий ему линейный оператор ( ) ( ) ( )Ω→Ω+⋅ 3
2

3
2 LL:AIε , где значение поло-

жительного параметра ε  является малым. Для этого докажем вначале одно вспо-
могательное утверждение о союзном спектре линейного оператора. 

Теорема 2. Для любого положительного значения ε  и для любого линейного 
оператора ( ) ( )Ω→Ω 3

2
3
2 LL:A  справедливо соотношение 

( ) ( )AIUSAUS +⋅⊂ ε .                                               (13) 

Доказательство. Если ( ) ∅=AUS , то соотношение (13) очевидно. Пусть 
( ) ∅=AUS  и ( )AUS∈µ . Покажем, что ( )AIUS +⋅∈ εµ . 

Действительно, если ( )AIUS +⋅∉ εµ , то для любого положительного числа 

E  найдутся такие операторы EB  и µB  и ненулевой элемент ( )Ω∈ 3
2LxE , что будет 

выполнено равенство 
( )( ) EEEEE xxAExExB =⋅−⋅⋅− ε . 

В частности, для каждого ( )ε10,E∈  будет выполняться равенство 

( ) ( ) EEEE xxA
E

xBE =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

⋅−
−⋅⋅−

ε
ε

1
11 .                              (14) 

Поскольку множитель ( )ε⋅− E1  принадлежит интервалу ( )10, , то из формул (8) – 
(10) следует, что оператор ( ) µε BBEB~ EE ∈⋅⋅−= 1  и равенство (14) можно запи-
сать в виде 

( ) EEEE xxA
E

xB~ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

⋅−
−

ε1
1 .                                      (15) 

Поскольку ( )AUS∈µ , то для некоторого 01 >E  неравенство 

( )( ) EEEE xxAExB~ ≠⋅− 1                                             (16) 

будет выполняться при любом ( )ε10,E∈ . При конкретном значении 
( )ε⋅+= 11 1 EEE , которое принадлежит интервалу ( )10, , соотношения (15) и (16) 

запишутся в виде: 
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( )( ) EEEE xxAExB~ =⋅− 1 , 
( )( ) EEEE xxAExB~ ≠⋅− 1 . 

Полученное противоречие свидетельствует о том, что ( )AIUS +⋅∈ εµ . Таким 
образом, соотношение (13) доказано. 

Теорема 2 доказана. 
Для доказательства существования и единственности решения уравнения (12) 

в гильбертовом пространстве ( )Ω3
2L  приведём известные соотношения [6; 7] для 

вычисления скалярного произведения элементов пространства ( )Ω3
2L , нормы эле-

ментов этого пространства и нормы линейного ограниченного оператора 
( ) ( )Ω→Ω 3

2
3
2 LL:D : 

( ) ( ) ( )Ω∈== 3
2321321 Ly,y,yy,x,x,xx ; 

( ) ( ) ( ) ( )x,xx;dssysxy,x
k

kk =⋅= ∑ ∫
= Ω

3

1
; 

( ) { }
( )
x
xD

supD
\Lx

*
θΩ∈

=
3
2

. 

Используя эти соотношения, сформулируем и докажем следующее утверждение. 
Теорема 3. Пусть линейный оператор влияния ( ) ( )Ω→Ω 3

2
3
2 LL:A  является 

вполне непрерывным [7] и удовлетворяет условиям самосопряженности и неотри-
цательности 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Ω∈∀≥

Ω∈∀=

.Lxx,xA

;Ly,xyA,xy,xA
3
2

3
2

0
                                  (17) 

Тогда, если союзный спектр оператора A  является непустым множеством, то 
для любого числа ( )AUS∈µ , любого положительного ε  и любого элемента 

( )Ω∈ 3
2Lf  операторное уравнение (12) имеет единственное решение в простран-

стве ( )Ω3
2L . 

Доказательство. Используя отображение ( ) ( ) ( )Ω→Ω×Ω 3
2

3
2

3
2 LLL:Qµ  вида 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )⎪

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

Ω∈⋅=
⋅=

=

=

Ω∈===

;s,sx~h,sx,sxqsy
,sx~h,sx,sxqsy

,sxhsy

;x~,xQy
;Ly,y,yy,x~,x~,x~x~,x,x,xx

1233

1322

11

3
2321321321

µ
µ

µ

           (18) 

запишем уравнение (12) в эквивалентной форме 

( )( ) ( )( )( )fpApE~p,fpApEpQp −+⋅−−+⋅−= εεµ ,               (19) 
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где E  и E~  есть произвольные положительные числа. Задавая в (19) значения E , 
E~  условиями 

εε +
<<=

*A
E,E~ 101 ,                                           (20) 

запишем уравнение (19) в виде 

( ) ( )( )pF,pFQp 21µ= ,                                              (21) 

где операторы ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
221 LL:F,F  определены соотношениями 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Ω∈∀−−=

−+⋅⋅−=

.Lp,fpApF

,fpApEppF

3
22

1
1
ε

ε
 

Очевидно, что оператор ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
22 LL:F  является вполне непрерывным в силу 

полной непрерывности оператора ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:A . Из условий (17), (20) вытека-

ет сжимаемость оператора ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
21 LL:F , которая может быть установлена 

при помощи следующих оценок [6]: 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) p~pAIEIp~pAIEIp~FpF * −⋅+⋅⋅−≤−+⋅⋅−=− εε11 ; 

( )( ) ( )( )( )( ) 11
1

<⋅−+⋅⋅−=+⋅⋅−
=

εεε Ex,xAxExsupAIEI
x

* . 

Существование неподвижной точки оператора ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:F , 

задаваемого соотношением 

( ) ( ) ( )( ) ( )Ω∈∀= 3
221 LppF,pFQpF µ ,                                (22) 

равнозначно существованию решений уравнения (21) в ( )Ω3
2L  и эквивалентного 

ему уравнения (12) в том же пространстве. Из очевидных неравенств 

( ) 11 xxh ≤ , 
( )( ) 232 xzh,x,xq ≤ , 
( )( ) 323 xzh,x,xq ≤ , 

справедливы для всех любых действительных чисел 1x , 2x , 3x , z , и соотношений 
(18) вытекает оценка 

( ) ( )( ) ( ) ( )Ω∈∀≤ 3
221 LppFpF,pFQµ , 

которая означает, что оператор ( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:F  вида (22) отображает ограни-

ченное замкнутое выпуклое множество ( ) ( ){ }ε⋅≤Ω∈= Efx|LxU 3
2  пространст-

ва ( )Ω3
2L  в U . Принимая ещё во внимание вытекающие из равенств (4), (5), (18) 

очевидные оценки [5]: 
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( ) ( ) ( )Ω∈∀−≤− 3
2Lx~,y,xyxx~,yQx~,xQ µµ , 

( ) ( ) ( )Ω∈∀−⋅≤− 3
2Ly~,x~,xy~x~y~,xQx~,xQ µµµ , 

можно убедиться в том, что для гильбертова пространства ( )Ω3
2L ,  

рассматриваемых операторов F , 1F , 2F  множества U  и отображения 

( ) ( ) ( )Ω→Ω×Ω 3
2

3
2

3
2 LLL:Qµ  вида (18) выполнены все условия теоремы о непод-

вижной точке оператора, порождаемого сжимающим и вполне непрерывным опе-
раторами [9] (см. теорему 2.9 на с. 47 в [9]). Из этой теоремы следует, что оператор 

( ) ( )Ω→Ω 3
2

3
2 LL:F  вида (22) имеет неподвижную точку на множестве U . Ясно, что 

эта неподвижная точка будет удовлетворять уравнению (12). Таким образом, урав-
нение (12) имеет решение в пространстве ( )Ω3

2L . Из хода доказательства теоремы 
видно, что факт существования решения уравнения (12) имеет место при любом 

( )AUS∈µ , любом 0>ε  и любом элементе ( )Ω∈ 3
2Lf . Единственность этого ре-

шения вытекает из теорем 1 и 2. 
Теорема 3 доказана. 
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УДК 539.3 
 

Д.Е. Бобылев 1 
Криворожский государственный педагогический университет 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ  
ОКОЛО ВЫРАБОТКИ КРУГОВОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ  

С РАЗГРУЗОЧНОЙ ЩЕЛЬЮ 
 

Досліджено напружено-деформований стан гірської виробки при її локальному 
розвантаженні. Для розв’язку задач застосований непрямий метод граничних елементів для 
кусково-однорідних тіл. Розроблено чисельний алгоритм розв’язання, створено прикладне 
програмне забезпечення та проведено числові експерименти, що демонструють можливості 
пропонованого алгоритму. 

Ключові слова: напружено-деформований стан, гірська виробка, локальне розвантаження, 
непрямий метод граничних елементів. 

Исследовано напряженно-деформированное состояние горной выработки при её локальной 
разгрузке. Для решения задач был использован непрямой метод граничных элементов для 
кусочно-однородных тел. Разработан численный алгоритм решения и прикладное программное 
обеспечение. Проведенные вычисленные эксперименты демонстрируют возможности 
предложенного алгоритма. 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, горная выработка, 
локальная разгрузка, непрямой метод граничных элементов. 

The stress-strain state of mine with of local unload method is investigate. The indirect boundary 
element method for zonally-homogeneous solids is applied to solving the problems. The numerical 
solution algorithm is elaborated, the application software is created, and numerical experiments 
demonstrating the capabilities the approach being proposed are carried out. 

Key words: stress-strain state, mine, local unload, indirect boundary element method. 

Введение. В связи с переходом к разработке месторождений на больших 
глубинах (600 – 1500 м) возникает проблема разгрузки контура выработки от 
повышенных напряжений. По мнению В.А. Полухина, В.Н. Остапенко и 
В.П. Самболя [2] эффективной есть разгрузка с помощью пустот, которые 
образуются с помощью взрывов с обеих сторон выработки на всю мощность пласта 
и заполняются разрушенной породой. Под действием горного давления порода 
деформируется в результате чего высокие напряжения перемещаются в глубь 
горного массива. Эти выводы авторы делают исходя из экспериментальных 
данных. В работе сделана попытка подтвердить их с помощью численного 
моделирования. 

Постановка задачи. Сформулируем задачу по оценке концентрации 
напряжений в окрестности выработки в дополнительных напряжениях, представив 
искомое поле напряжений в виде 

0 1
ij ij ijσ σ σ= + , 

где σ0
ij – исходное поле напряжений; σ1

ij – дополнительное поле напряжений, 

                                           
1 © Д.Е. Бобылев, 2009 
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обусловленное наличием концентратора напряжений; i, j соответствуют осям 
прямоугольных декартовых систем координат. 

Исходное поле напряжений имеет вид σ0
xx = – λγН, σ0

yy = – γН, σ0
xy = 0, где λ – 

коэффициент бокового распора; γ – удельный вес массива; Н – глубина ствола. 
Следовательно, можем записать полное поле напряжений в следующем виде 

1

1

1

xx xx

yy yy

xy xy

h ,

h ,

.

σ λ γ σ

σ γ σ

σ σ

⎧ = − ⋅ ⋅ +
⎪⎪ = − ⋅ +⎨
⎪

=⎪⎩

 

Перейдем к относительным напряжением. Окончательное поле напряжений 
запишем в виде 

1

1

1

1

* *
xx xx

* *
yy yy

* *
xy xy

,

,

.

σ λ σ

σ σ

σ σ

⎧ = − +
⎪⎪ = − +⎨
⎪

=⎪⎩

 

Граничное условия задачи представим следующим образом: 

(σij)Г = 0, 

где σij – искомое поле напряжений; Г – контур выработки. 
При создании щель заполняется материалом коэффициент бокового распора 

которого меньше чем в других частях горного массива, то есть задача является 
кусочно-однородной. 

Численный метод решения. Для расчёта напряжённого состояния 
окрестности выработки воспользуемся непрямым методом граничных элементов. 
Метод граничных элементов рассмотренный в [1; 4] предназначен для решения 
двумерных краевых задач в случае однородного изотропного линейно-упругого 
тела. Рассмотрим, как этот метод можно распространить на задачи, в которых 
рассматриваемая область является кусочно-однородной. 

Задача теории упругости для кусочно-однородных тел основывается на 

рассмотрении тела Ω , состоящего из фаз [ ]nΩ , так что [ ]n

n
Ω = ΩU , 

[ ] [ ]n m
n,mΣ =Ω ΩI  – поверхность раздела (контакта) фаз [ ]nΩ  и [ ]mΩ . [ ]nΓ  – свобод-

ная граница фазы [ ]nΩ , 1n,m , ,M= K . Каждая из фаз считается однородной 
изотропной и линейно-упругой с упругими постоянными 1ν , 1E  и 2ν , 2E . 
Описание напряжённо-деформированного состояния тела Ω  осуществляется 

вектором перемещения ( )x yU u ,v
→

, тензорами деформаций ( )ijε ε=  и напряжений 

( )ijσ σ=  для каждой фазы. 
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Уравнения равновесия и выражения для деформаций и напряжений тела Ω  
записываются отдельно для каждой фазы. 

Краевая задача для кусочно-однородного тела Ω  завершается заданием 
обычных условий для смещений и напряжений 0

ij j in tσ =  и 0
i iu u=  на «свободной» 

части контуров [ ]nΓ , а также условий непрерывности смещений и усилий на 
поверхности контакта подобластей. 

Если смежные фазы работают совместно, то условия непрерывности в 
произвольной точке Q  поверхности n,m∑  можно записать в виде 

 [ ] ( ) [ ] ( )n m
x xt Q t Q= − ,     [ ] ( ) [ ] ( )n m

y yt Q t Q= −  (1) 

для усилий ( ) ( )xx x xy y x yy y xy x yp n n e n n eσ σ σ σ→ → →= + + + , ( )x yn n ,n→ =  – нормаль в 

точке поверхности n,m∑ . 

Напряжения ijσ  во внутренней точке Q  фазы [ ]nΩ  представляются в 
интегральном виде 

 [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )
[ ]

0 0
n

n n n
ij ij;k kQ H Q,q f q dlσ

∂Ω

= ∫ , (2) 

где [ ] ( )0
n

ij;kH Q,q  – функция влияния Грина ( )i, j ,k x, y= , которая описывают 

напряжения и смещения во внутренней точке Q  n -ой фазы [ ]( )n
n,mQ ,Q∉Γ ∉∑ , 

вызванные действием единичной силы, приложенной в точке 0q  граничного или 

контактного контура [ ]n∂Ω , [ ]
0

nq ∈∂Ω , [ ] [ ]n n
n,m∂Ω = Γ + Σ , 1 2n,m , , ,M= K . При 

этом граничные элементы, расположенные на стороне n,m
+∑ , обращённой к фазе 

[ ]nΩ , и на стороне n,m
−∑ , обращённой к смежной фазе [ ]mΩ , одного и того же 

контакта n,m∑  совпадают друг с другом. Функции [ ] ( )0
n

kf q  (фиктивные нагрузки), 
находятся из системы уравнений 

 [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )
[ ]

[ ] ( )
00 0

1
2 n

n n n no
j q kk ij;k kf q H q,q n q f q dl t q

∂Ω

+ =∫ , (3) 

 

[ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )
[ ]

[ ] ( )

[ ] ( ) ( ) [ ] ( )
[ ]

0

0

0 0

0 0

1 1
2 2

0

n

n

n n n m
j qk ij;k k k

m m
j qij;k k

f q H q,q n q f q dl f q

H q,q n q f q dl

∂Ω

∂Ω

+ − −

− =

∫

∫ , (4) 

Уравнения (3) отвечает корректно заданным граничным условиям [ ]0 n
xt , [ ]0 n

yt  на 

внешней поверхности [ ]nΓ фазы, а уравнение (4) является условием равновесия (1), 
которые записаны покомпонентно. 
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Гранично-элементное решение рассматриваемой задачи можно найти, разделяя 
контуры [ ]n∂Ω  фаз [ ]nΩ  на прямолинейные отрезки, примыкающие друг к другу, и 
предполагая, что смещения и усилия в пределах каждого отрезка постоянны. С 
учётом частей контуров, которые представляют контакт, имеем [ ]nN  граничных 
элементов на контуре [ ]n∂Ω . Элементы, расположенные на двух сторонах контакта, 
должны полностью совпадать друг с другом. Тогда с каждым элементом на этой 
поверхности связаны две неизвестные величины – компоненты усилия xT , yT . 
Условие непрерывности (1) дает для каждого элемента области контакта ещё два 
соотношения, и таким образом задача оказывается разрешимой. 

Тогда задачу можно представить как n  отдельных краевых задач, по одной для 
каждой фазы [ ]nΩ . Эти задачи связаны условием непрерывности (1) на 
поверхностях контактов смежных фаз. Напряжения фазы [ ]nΩ  зависят только от 
функций [ ]n

kf  на [ ]nN  элементах контура [ ]n∂Ω , k x, y= . Следовательно, задача 

состоит в нахождении функций [ ]n
kf  на каждом из [ ]

1

M
n

n
N N

=
=∑  граничных 

элементов так, чтобы удовлетворить граничным условиям и условиям 
непрерывности на контакте подобластей. 

При построении системы алгебраических уравнений для составной задачи 
граничные элементы для фаз удобно нумеровать последовательно, начиная с фазы 

[ ]1Ω . Тогда элементы с номерами от 1 до [ ]1N  лежат на контуре [ ]1∂Ω , а элементы с 
номерами от [ ]1 1N +  до [ ]2N  - на контуре [ ]2∂Ω  и т. д. Усилия на границе [ ]k∂Ω  
фазы [ ]kΩ  можно записать в виде ( 1k ,M= ) 

 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )

1 1

1 1

k k

k k

N N
k kk k ko

xi xx ij xj xy ij yj
j j

N N
k kk k ko

yi yx ij xj yy ij yj
j j

t T f T f

t T f T f

= =

= =

⎫
= + ⎪

⎪
⎬
⎪= + ⎪
⎭

∑ ∑

∑ ∑
   [ ]1 ki , ,N= K . (5) 

Выражение (5) можно использовать для образования системы 2N  
алгебраических уравнений с 2N  неизвестными функциями xif  и yif  
рассматриваемой задачи. 

Представим эту систему в виде 

 
1 1

1 1

N N
' '

xi ij xj ij yj
j j

N N
' '

yi ij xj ij yj
j j

b A f B f

b C f D f

= =

= =

⎫
= + ⎪

⎪
⎬
⎪= + ⎪
⎭

∑ ∑

∑ ∑
    1i , ,N= K , (6) 

Заметим, что типичный элемент i  должен располагаться  либо на свободной 
части одного из граничных контуров, либо на поверхности контакта двух 
подобластей. В первом случае i -е уравнение в (6) получается исходя из граничных 
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условий для рассматриваемого элемента, тогда как во втором случае они находятся 
путём использования условий непрерывности на поверхности контакта. 

Предположим, что i -й элемент лежит на свободной части граничного 
контура [ ]kΓ . Если предположить далее, что на этом элементе заданы усилия [ ]ko

xit  

и [ ]ko
yit , то (5) можно использовать для получения следующих выражений для 

величин xib , yib  и '
ijA , '

ijB , '
ijC  и '

ijD  в (6): 

[ ]ko
xi xib t= , [ ]ko

yi yib t= , 

 
[ ] [ ]

[ ]0

k k
xx ij'

ij k

T , j
A

, j

⎧ ∈∂Ω⎪= ⎨
⎪ ∉∂Ω⎩

 (7) 

и аналогичных выражений для коэффициентов '
ijB , '

ijC  и '
ijD . 

Рассмотрим случай, когда i -й элемент лежит на поверхности контакта двух 
фаз ( [ ]kΩ  и [ ]rΩ ). Как установлено ранее, элемент на поверхности контакта 
рассматривается фактически как два совпадающих граничных элемента, один  для 
одного контура, один для другого (смежного). Таким образом, если i -й элемент 
принадлежит одной стороне поверхности контакта, существует парный ему 
элемент, скажем i*-й, на другой стороне. На каждом элементе, лежащем на 
поверхности контакта, должны также удовлетворяться четыре условия. Два из них 
можно использовать при построении уравнений, относящихся к элементу на одной 
стороне поверхности контакта, а два других можно аналогично использовать для 
элемента на другой стороне. Например, если i -й элемент лежит на поверхности 
контакта со стороны контура [ ]k∂Ω , два условия непрерывности усилий (4) можно 
записать в виде 

 [ ] [ ] 0i k i* r
x xt t+ = ,    [ ] [ ] 0i k i* r

y yt t+ = . (8) 

Из (5) следует, что величины xib , yib  и '
ijA , '

ijB , '
ijC  и '

ijD  в (6) равны 

[ ] [ ] 0i k i* r
xi x xb t t= + = , [ ] [ ] 0i k i* r

xi y yb t t= + = , 

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

0

k k
xx ij

r r'
ij xx i* j

T , j

A T , j

, иначе

⎧ ∈∂Ω
⎪
⎪= ∈∂Ω⎨
⎪
⎪⎩

 (9) 

и аналогично для коэффициентов '
ijB , '

ijC  и '
ijD . 

Численные результаты. Полевые точки брали на линии y = h / 2 + nd, при 
x ∈ [–4;–1,1] ∪  [1,1;4]; где h – высота щели (h = 9 см); d – средний размер 
граничного элемента (d = 2 см). Показателем была выбрана разница между 
напряжениями в нетронутом горном массиве (Б) и напряжением над щелью (А). 
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n σБxx – σАxx σБyy – σАyy 
2 0,4257 0,6619 
4 0,4001 0,6615 
6 0,3953 0,6603 
8 0,3947 0,6597 

10 0,3754 0,6548 
12 0,3472 0,6537 
14 0,2873 0,6534 
16 0,2291 0,5718 
18 0,2137 0,4594 
20 0,2056 0,4352 
22 0,1894 0,4263 
24 0,1736 0,4187 
26 0,1728 0,3999 
28 0,1532 0,3996 

 
Данные таблицы указывают на то, что рассматриваемый способ разгрузки 

позволяет переносить максимум напряжения в глубь горного массива. 
Выводы. На основе непрямого метода граничных элементов разработана 

методика и алгоритм расчёта двумерных задач определения напряжённого 
состояния кусочно-однородных изотропных линейно-упругих задач горной 
механики. Расчеты подтвердили выводы про эффективность разгрузки выработки 
[2]. Для компьютерного моделирования НДС выработки использовался 
разработанный автором программный комплекс GM-LUMM, в котором реализован 
непрямой метод граничных элементов для кусочно-однородных тел 
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Дніпропетровський національний університет імені Олеся Гончара 

ДОСЛІДЖЕННЯ ЕФЕКТИВНОСТІ АЛГОРИТМІВ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ КОНСТРУКЦІЙ З УРАХУВАННЯМ ВПЛИВУ 

АГРЕСИВНОГО СЕРЕДОВИЩА 

Досліджується ефективність алгоритмів розв’язування задач оптимізації стрижневих 
конструкцій, які знаходяться в умовах одночасного впливу силових навантажень та 
агресивного середовища. Проведено порівняльний аналіз результатів розв’язування задач із 
використанням найбільш відомих математичних моделей корозійної деградації, які враховують 
вплив напружень на швидкість корозії, досліджено вплив зміни їх коефіцієнтів на властивості 
оптимальних проектів. Проаналізовано результати комп’ютерного моделювання задач 
оптимального проектування таких конструкцій. 

Ключові слова: оптимізація, ефективний підхід, корозійна деградація.  

Исследуется эффективность алгоритмов решения задач оптимизации стержневых 
конструкций, находящихся в условиях одновременного воздействия силовых нагрузок и 
агрессивной среды. Проведен сравнительный анализ результатов решения задач с 
использованием наиболее известных математических моделей коррозионной деградации, 
учитывающих влияние напряжений на скорость коррозии и исследовано влияние изменения их 
коэффициентов на свойства оптимальных проектов. Проанализированы результаты 
компьютерного моделирования задач оптимального проектирования таких конструкций. 

Ключевые слова: оптимизация, эффективный подход, коррозионная деградация. 

In the article is investigated the effectiveness of optimization cases solving algorithms applying 
for road constructions’ which are under simultaneous external loads and aggressive environment 
influence. There is presented a comparing analyses of results of solving cases using the most well-
known models for describing corrosion wear where influence of stress on corrosion speed is taken into 
account. There is presented of investigation the influence of changing parameters of these models on 
optimum projects properties and analyzed the results of computer modeling such cases.  

Key words: optimization, effective approach, corrosion wear. 

Вступ. Широке застосування у будівництві та багатьох галузях промисловос-
ті інженерних конструкцій, які працюють в умовах одночасного впливу агресивно-
го середовища та термосилових навантажень, обумовлює актуальність та вагомість 
ряду проблем, пов’язаних з комп’ютерним моделюванням та оптимальним проек-
туванням такого типу конструкцій, зокрема, проблеми побудови адекватних моде-
лей для вивчення поведінки реальних конструкцій в агресивному середовищі за 
допомогою комп’ютерного моделювання та розробки ефективних методів і алгоритмів 
їх оптимального проектування.  

Виходячи з огляду доступної кількості публікацій [7 – 9], очевидно, що при 
розв’язуванні реальних задач, зазвичай, широко застосовуються різні припущення, 
спрощення та наближення, які приводять до того, що результати математичного 
моделювання, враховуючи, крім того, і похибки у призначенні коефіцієнтів моде-
лей корозії, виявляються не завжди адекватними реальній досліджуваній конструк-
ції. Оптимізація ж таких конструкцій стає ще більш проблематичною, оскільки тра-
диційно в таких випадках використовуються пошукові алгоритми, які вимагають 
перевірку виконання обмежень довговічності, а отже і багаторазового інтегрування 
вибраної моделі корозії до кінцевого моменту часу, що потребує проведення пря-
мого розрахунку всієї конструкції у вузлових точках інтегрування рівнянь прийня-
тої математичної моделі корозії на кожному кроці такого оптимізаційного алгорит-
му. При порушенні ж хоча б однієї з вимог доводиться виконувати наступний крок 
оптимізаційного пошуку, що може привести до суттєвого збільшення кількості іте-

                                                 
1 © О. Г. Василенко, А. П. Дзюба, 2009 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

19 

рацій та, як наслідок, трудовитратності розв’язування задачі в цілому. Крім того, 
слід зазначити, що обчислювальні витрати стрімко зростають при збільшенні кіль-
кості варійованих змінних та ускладненні геометричної схеми конструкції. При 
цьому, внаслідок багаторазового інтегрування рівнянь математичної моделі часто 
відбувається суттєве накопичення обчислювальних похибок.  

Альтернативою цьому традиційному підходу можна вважати запропонований 
у [5] алгоритм, суть якого полягає у отриманні оптимального проекту конструкції, 
що відповідає всім заданим обмеженням (як граничному стану) в кінцевий момент 
часу tn та нарощуванні матеріалу певного «жертовного» шару його поверхні за до-
помогою оберненого інтегрування в часі tn→t0 обраної математичної моделі коро-
зійної деградації. Очевидно, що при використанні такого підходу кількість розра-
хунків суттєво скорочується, оскільки зникає необхідність перевірки виконання 
вимог довговічності для кожного елементу конструкції в моменти часу tj (j=0, 
1,…,n), тому що воно вже забезпечене в кінцевий момент її функціонування tn. Та-
ким чином, і задача оптимізації в цьому випадку розв’язується лише один раз. 

Обґрунтування вірогідності запропонованого підходу. Вірогідність альтернат-
тивного підходу [5], як приклад, демонструється для довільним чином навантаженої ста-
тично визначеної балки прямокутного поперечного перерізу з висотою h та шириною b. 
З метою проведення більш прозорих викладок, вважається, що ширина перерізів елемен-
тів конструкції є сталою, а варійованим параметром приймається висота. 

Нехай цільовою функцією виступає мінімум ваги конструкції у початковий 
момент часу t0 

0( )V t min→ ,      (1) 

а умови її функціонування вимагають виконання таких широко розповсюджених 
обмежень: 

0 0

0 0

( , ( , )) [ ]; ( ) ( , ( , )) ; ( )
( ) ; ( ) ( )

max max

min min n n

x h x t a w x h x t  b
h t=t h h t=t h c ,

σ σ≤ ≤ ∆

≥ ≥
  (2) 

де (2, а) – обмеження міцності; (2, b) – жорсткості; (2, с) – конструктивні вимоги; 
σmax, wmax – максимальні напруження і прогини, які виникають у перерізах х по дов-
жині балки у початковий момент часу t0; [σ], ∆ – їх гранично припустимі значення, 
відповідно; h0, hn – деякі сталі, які визначають мінімальні (конструктивні) обме-
ження на величину варійованих змінних у початковий та кінцевий моменти функ-
ціонування конструкції, відповідно. 

Розглянемо раціональні конструкції, побудовані у початковий момент часу 
t=t0 окремо для кожного виду обмежень (2). 

А) Приймемо до розгляду задачу проектування конструкції при наявності 
лише вимог (1), (2, а). Очевидно, що для статично визначеної балки оптимальний 
розподіл матеріалу при t=t0 буде визначатись умовами рівноміцності σ(x, t0)=[σ], 
звідки  

0( ) 6 ( ) [ ]h x t M x b σ, = .      (3) 

Здавалось би, що для того, щоб конструкція з конфігурацією (3) задовольняла 
обмеженням (2, а) і в кінцевий момент часу t=tn, достатньо ввести деякий запас ма-
теріалу у вигляді «жертовного» шару, який може визначатися, наприклад, запасом 
міцності [σ*]= [σ]/kз* (де kз* - коефіцієнт запасу, kз*≥1), або пропорційно збільшити 
геометричні розміри перерізів (варійовані змінні) h(x, t0) у початковий момент часу 
t=t0. 
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У той же час, очевидно, що при такому підході в точках х*, де згинаючий мо-
мент M(x*), а отже і напруження σ(х*) близькі до нуля, з часом експлуатації відбува-
ється порушення обмеження міцності в результаті зменшення (до нуля, чи навіть 
від’ємних значень у відповідності до обраної моделі корозії) геометричних розмірів 
перерізу (варійованих змінних h(x*, t)) в цих точках під дією агресивного середо-
вища. Таким чином, конструкція, раціональна з точки зору витрат матеріалу в по-
чатковий момент часу, навіть із введеним таким чином «жертовним» шаром у ви-
гляді запасу міцності не буде оптимальною.  

З іншого боку можна було б збільшити варійовані змінні h(x, t0) на деяку ве-
личину ∆h у вигляді h*(x, t0)=h(x, t0)+∆h чи використати конструктивні вимоги (2, с), 
застосування яких забезпечило б функціонування конструкції упродовж заданого 
терміну [t0, tn]. У той же час, раціональні значення величин ∆h та h0, залишаються 
при цьому невідомими. Більше того, очевидно, що ці параметри можуть бути різ-
ними для різних точок [0, ]x* L∈ і їх встановлення можливе лише за допомогою пе-
ревірки виконання вимог (2) в таких точках x* у кожний з моментів часу t від t0 до tn

 

включно, оскільки в процесі моделювання корозійної деградації поверхні конструк-
ції варійовані змінні (висота перерізів) зменшуються відповідно обраній моделі ко-
розії, що викликає перерозподіл (у бік збільшення) напружень і деформацій в її пе-
рерізах і, як наслідок, прискорення їх корозійного ураження. Очевидно, що для ви-
рішення цієї проблеми і виникає необхідність інтегрування обраної математичної 
моделі корозії в часі до кінцевого моменту tn. 

Так, наприклад, при використанні широко відомої математичної моделі 
В. М. Долинського [7], яка враховує вплив напружень на швидкість корозійного 
ураження поверхні конструкції і має вигляд  

( )(1 )d t k ,
dt
δ ϕ σ= +       (4) 

а інтегрування в часі цієї математичної моделі може бути здійснене за допомогою, 
наприклад, методу Ейлера, який дозволяє знайти значення функції на j-му кроці за 
її значенням на (j – 1)-му 

1
1 0( ) ( ) (1 ( ( )))j j j

i j i j i j i jh x ,t h x ,t v k x ,t ,h x ,t t ,σ+
+ = − + ⋅ ∆    (5) 

то з вигляду залежностей (4), (5) видно, що з метою перевірки виконання накладе-
них на конструкцію обмежень, необхідно проводити обчислення напружено-
деформованого стану в кожній вузловій точці xi ( 0i ,S= ) поверхні за довжиною L 
цієї конструкції з метою визначення σj(xi, tj), wj(xi, tj), hj(xi, tj) ( 0j ,n= ) у кожний мо-
мент часу t від t0 до tn включно, тобто S × n разів, що вимагає досить суттєвих обчис-
лювальних витрат, особливо при збільшенні кількості варійованих змінних, обме-
жень та подовженні терміну її експлуатації.  

Тут tδ ( )  – глибина шару зношування поверхні конструкції в момент часу t; 
t h tσ ( , ( ))  – напруження, залежні від змінної в часі висоти перерізів елементів; ϕ (t) 

– у загальному випадку функція, яка визначає корозійний опір матеріалу ненапру-
женої конструкції (у статті вважається ϕ (t)=v0=const, де v0 – коефіцієнт, що харак-
теризує зношуваність поверхні ненапруженого матеріалу); k – коефіцієнт, який ви-
ражає міру впливу напруження матеріалу на його корозійне зношування у певному 
агресивному середовищі; 0

0( ) ( )i ih x ,t h x ,t= ; xi=x0+i·∆x; ∆x=(xS-x0)/S; x0=0; xS=L. 
В) Розглянемо далі задачу оптимізації конструкції (1) в момент часу t0 при 

наявності лише вимог (2, b). Очевидно, що, як і у випадку А, для статично визначе-
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ної балки оптимальний розподіл матеріалу у початковий момент часу t=t0 може бу-
ти визначений шляхом розв’язування ізопериметричної задачі варіаційного числен-
ня [1; 4] 

( )( )

1

0

3
0

; ( )

12
, ( )p

x
L x x

w x,h x,t amax

M x M x
bh x dx min b

Ebh x
λ

= ∆

( ) ( )⎛ ⎞
⎜ ⎟( ) + →
⎜ ⎟( )⎝ ⎠
∫

   (6) 

а оптимальне значення варійованих параметрів у момент часу t0 буде мати вигляд 

1
24 36

pw x xh x M x M x Eb ,λ( ) = ( ) ( )      (7) 

де 1
( ) ( )

px xM x ,M x  – згинаючі моменти від зовнішнього навантаження та одинич-

ної сили, прикладеної в місці максимального прогину, відповідно; а λ  – множник 
Лагранжа, який визначається з умови виконання (6, а).  

Слід зазначити, що, як і у випадку А, величини варійованих параметрів є функці-
ями згинаючих моментів 

pxM x( ) , 
1xM x( ) , і в точках х*, де вони приймають нульові (або 

близькі до нуля) значення, відшукувані варійовані параметри (геометричні розміри 
перерізів), навіть із введенням «жертовного» шару матеріалу, що, аналогічно попе-
редньому, може бути визначений запасом жорсткості ∆*= ∆/kз** (kз* – коефіцієнт запасу, 
kз*≥1), з часом стають нульовими ( або від’ємними) в результаті корозійного ураження, 
викликаного впливом першої складової другого доданку (5).  

Таким же чином, використання сталого доданку ∆h до геометричного розміру 
або введення конструктивних вимог h0, яке забезпечило б збереження цілісності 
конструкції в таких точках х* теж є досить проблематичним, оскільки визначення їх 
раціональних значень може бути здійснене лише за допомогою інтегрування обра-
ної математичної моделі корозії до кінцевого моменту визначеного періоду експлу-
атації [t0, tn] і перевіркою виконання обмежень (2, b) для кожної точки 0≤x≤L, що 
можливо лише шляхом багаторазового розрахунку всієї конструкції. Такі ж труд-
нощі характерні і у випадку одночасного урахування всіх обмежень (2). 

Отже, конструкція мінімальної ваги, спроектована з урахуванням виконання 
обмежень міцності і (або) жорсткості, накладених у початковий момент часу, не є 
оптимальною, оскільки вимоги довговічності можуть бути порушені для цілого ря-
ду точок конструкції при t<tn. 

С) Проаналізуємо розв’язок задачі оптимізації статично визначеної балки (1) 
з обмеженнями (2), отриманий за допомогою запропонованої в [5] альтернативної 
методики, за якою оптимальний розподіл матеріалу конструкції для моменту часу t0 
знаходиться шляхом оберненого інтегрування математичної моделі корозії для 
конструкції оптимальної конфігурації, одержаної в кінцевий момент часу t=tn.  

Очевидно, що при наявності, наприклад, лише вимог (2, а) в кінцевий момент 
часу tn, раціональною для статично визначеної балки буде рівнонапружена конс-
трукція. Покажемо, що одержана шляхом нарощування від tn до t0 «жертовного» 
шару конфігурація конструкції при t=t0 виявляється оптимальною. 

Доведення побудуємо від супротивного. Нехай існує оптимальна конструк-
ція, одержана із даної шляхом варіювання висоти перерізу в деякій точці [0, ]x* L∈ . 
Розглянемо випадок, коли в х=х* зміна варійованого параметра δh>0. Очевидно, що 
таке збільшення висоти h(х*, tn) викличе зменшення напруження δσ<0 у відповідно-
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му перерізі, але призведе до зростання (порівняно з раціональною Vр) ваги δV>0 
такої конструкції 

0( ) 0 ( ) ( )* *
n n ph x ,t x ,t V x,t Vσ σ∆ > → ≤ [ ]→ > . 

Варіація ж δh<0 приводить до того, що об’єм такої конструкції зменшиться у 
порівнянні з Vp, але максимальне напруження у перерізі х=х* перевищить гранично 
припустиму величину [σ] (оскільки δσ>0), що призведе до порушення обмеження 
міцності 

0( ) 0 ( ) ( ) [ ]* *
n p nh x ,t V x,t V x ,tσ σ∆ < → < → > . 

Звідси випливає, що оптимальною є конструкція, конфігурація якої отримана 
за підходом, описаним у [5], шляхом нарощення матеріалу «жертовного» шару за 
допомогою оберненого інтегрування в часі (tn→t0) обраної математичної моделі 
корозії для деякої раціональної в кінцевий момент tn конструкції. 

Крім того, очевидно, що величина «жертовного» шару, визначена за таким 
підходом, гарантує виконання одночасно всіх прикладених до конструкції обме-
жень (2) і для всіх t<tn, оскільки варійовані параметри, знайдені в кінцевий момент 
її функціонування, для розглядуваного випадку статично визначеної балки, наприклад, 
за формулою  

( ) { ( ) ( ) }i n i n w i n nh x ,t max h x ,t ,h x ,t ,h ,σ=     (8) 

при оберненому інтегруванні в часі математичної моделі (5) зростають, а отже на-
пруження і прогини зменшуються і, вочевидь, зникає необхідність у перевірці ви-
конання вимог (2) у перерізах отриманої конструкції в кожний момент часу tj<tn 
(j=n-1,n-2,…,0), оскільки їх виконання вже забезпечене розв’язуванням оптиміза-
ційної задачі при t=tn.  

У формулі (8) ( )i nh x ,tσ , ( )w i nh x ,t  варійовані параметри висоти перерізу балки 
в точках xi∈[0,L], знайдені у відповідності до вимог міцності, жорсткості та значен-
ня hn конструктивного обмеження на висоту перерізу в кінцевий момент часу t=tn. 

Взаємооднозначна відповідність між конфігурацією проектів h(x, tn) і h(x, t0) 
таких конструкцій легко встановлюється прямим і зворотнім інтегруванням у часі 
обраної математичної моделі корозійної деградації у вигляді (5), а одержані шля-
хом нарощування «жертовного» шару матеріалу до раціональної в кінцевий момент 
часу tn конфігурації балки є оптимальними і в момент t0, оскільки виконання обме-
жень довговічності такими конструкціями гарантовано для будь-якого tj 
(j=0,1,…,n).  

Як підсумок, можна стверджувати, що конфігурація оптимальної конструкції, 
спроектованої в кінцевий момент часу tn, матеріал якої був нарощений відповідно 
обраній моделі корозійної деградації до моменту t0 за допомогою оберненого інте-
грування в часі (tn→t0), співпадає з конфігурацією оптимальної в момент t0 конструк-
ції, яка має таку саму довговічність. 

Слід зазначити, що розв’язування задачі (1), (2) традиційним шляхом [6 – 8] 
пов’язане з вимушеним багаторазовим прямим інтегруванням у часі рівняння мате-
матичної моделі для перевірки виконання накладених на конструкцію вимог, а обер-
нене – з разовим нарощенням «жертовного» шару матеріалу до конфігурації опти-
мальної конструкції, спроектованої з умов виконання цих вимог при t=tn, тому різ-
ниця в трудовитратності двох процесів очевидна. 

Оцінювання ефективності альтернативного підходу. Проведена в [2; 3; 5] 
апробація застосування запропонованого підходу [5] до проектування цілого ряду 
різних стрижневих конструкцій та аналіз отриманих чисельних результатів, показує 
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не тільки суттєве зменшення кількості ітерацій, необхідних для підбору раціональ-
них величин варійованих параметрів, але і досить високу точність співпадіння ре-
зультатів застосування альтернативного та традиційного підходів, що підтверджує 
ефективність та достовірність запропонованого підходу. 

Демонстрація вірогідності та ефективності нової методики здійснюється 
шляхом застосування запропонованого підходу та розробленого на його основі 
програмного комплексу для задач оптимального проектування ряду силових конс-
трукцій в умовах впливу агресивного середовища і подальшого порівняння отри-
маних результатів з результатами розв’язування цих же задач за допомогою відомої 
програмної системи Mathematiсa 7, в якій оптимізаційна задача розв’язується мето-
дом випадкового пошуку.  

Як приклад, далі подані результати, отримані для випадку двострижневої 
шарнірної конструкції (рис.1), де через LI, FI та LII, FII позначені, відповідно, 
довжина та площа поперечного перерізу кожного з її стрижнів. 

 

 
Рис. 1  

 
Постановка задачі при використанні традиційного підходу в програмній сис-

темі Mathematica 7 формулюється наступним чином: 

0( ( ))minV F N ,t ;       (9) 

( ( )) [ ]max t ,N ,F t ;σ σ≤       (10) 

( ))maxw t,N ,F( t ;≤ ∆       (11) 

0 0( ) ( ) ( ) ( )n nF t F ; a F t F ; b≥ ≥      (12) 

0 nt t t ,≤ ≤        (13) 
де 0( )F t  – варійовані змінні (площі поперечних перерізів елементів конструкції) в 
момент часу t=t0; ( )N t  – узагальнені зусилля у стрижнях; F0, Fn – величина конструк-
тивних обмежень у початковий момент часу t0 та момент tn закінчення терміну екс-
плуатації конструкції, відповідно; (9) – критерій оптимальності; (10) – (13) – відповід-
но, обмеження міцності, жорсткості, конструктивні вимоги та умови довговічності. 
Вважається, при цьому, що вичерпання несучої здатності конструкції наступає при 
порушенні хоча б однієї з вимог (10), (11), (12, b) у момент часу з періоду (13).  

Нагадаємо, що згідно традиційного алгоритму [6 – 8] оптимальність у момент 
часу t0 конструкцій, які знаходяться під впливом корозійного середовища, що опи-
сується, наприклад, моделлю (5), забезпечується шляхом мінімізації (9) та перевір-
ки виконання вимог ((10) – (12)). При цьому, в разі порушення хоча б одного з об-
межень у період часу t0≤t≤tn знаходяться нові значення варійованих змінних у мо-
мент t0 і виконується наступна ітерація розв’язування задачі (9) – (13). Слід зазна-
чити, що індекс і у рівнянні моделі (5) в даному випадку відповідає кількості 
варійованих параметрів розглядуваної конструкції.  

Згідно ж альтернативного підходу [5] розв’язування задачі оптимального 
проектування у вигляді (9) – (13) з урахуванням впливу агресивного середовища 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

24 

зводиться до знаходження варійованих змінних (площ кожного з стрижнів конс-
трукції рис. 1) із умови мінімальності її ваги в кінцевий момент часу tn та доповню-
ється задачею оберненого від tn до t0 інтегрування прийнятої моделі корозії (4), у 
процесі якого відбувається нарощування матеріалу («жертовного» шару) поверхні 
елементів конструкції відповідно до цієї моделі. 

У найпростішому випадку статично визначеної ферми оптимальні значення 
Fi мають вигляд 

( ) { ( ) ( ) }i n i , n i ,w n i ,nF N ,t max F N ,t ,F N ,t , F ,σ=
    

(14) 

де Fі,σ , Fі,w, Fі,n – площа перерізів кожного з S стрижнів конструкції, знайдена згідно з 
обмеженнями міцності, жорсткості та конструктивними вимогами в кінцевий момент tn. 

Тобто, постановка задачі може бути подана у вигляді: 

( ( ))nminV F N ,t ;       (15) 

( ( )) [ ]max n nt ,N ,F t ;σ σ≤       (16) 
( ( ))max n nw t ,N ,F t ;≤ ∆       (17) 

0 0( ) ( ) ( ) ( )n nF t F ; a F t F ; b≥ ≥      (18) 

0 nt t t≤ ≤        (19) 

та доповнена залежністю (5) для накопичення від tn до t0 відповідного «жертовно-
го» шару матеріалу. 

Для проведення чисельних експериментів приймалися наступні дані: α=π/6, 
β=π/4, L=2 м, E=2.1·105 МПа, P=80 кН, v0=0.001 м/рік, k=0.003 МПа-1, [σ]=240 МПа, 
tn=5 років, ∆=0.002 мм, F0=0.0001 м2. 

Результати розв’язування задач для конструкції, зображеної на рис.1, за до-
помогою традиційного методу в постановці (9) – (13) та альтернативного ((15) – 
(19)) позначені, відповідно, А і В та подані на рис. 2, де на рис.2, а показані зміни 
залежно від часу площ поперечних перерізів, на рис. 2, b – напружень та на рис. 2, с 
– прогинів відповідних стрижнів I, II. 

 

 
Рис. 2 

 
Проведення порівняльного аналізу чисельних даних, а також наведених на 

рис. 2 кривих показує, що максимальна розбіжність між відповідними характерис-
тиками проектів А, В складає менше 1 %, що пояснюється похибкою обчислень. 
Звідси можна стверджувати їх співпадіння. Крім того, виявляється, що знаходжен-
ня оптимального розв’язку задачі (9) – (13) за допомогою програмної системи 
Mathematica 7 є досить трудовитратним навіть для конструкції, показаної на рис.1. 
Так, спроба визначення оптимальних величин варійованих параметрів за допомо-
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гою методу випадкового пошуку з довільним початковим наближенням не дає ре-
зультатів у межах розумної кількості обчислень; із вдалим (тобто близьким до оп-
тимального) початковим наближенням знадобилося більше 1335 ітерацій на пошук 
оптимального проекту. При цьому, 49 з підібраних оптимальних у початковий  
момент варіантів не витримували вимог (10) – (11) одночасно, для ще у 40 з них 
порушувалися тільки вимоги (10). Приймаючи ж до уваги, що при побудові раціо-
нального проекту за альтернативним підходом виконання вимог довговічності  
гарантоване в кінцевий момент tn, тому немає потреби в їх перевірці, що зменшує 
кількість необхідних інтегрувань математичної моделі корозії, а значить і прямого 
розрахунку конструкції у відповідних вузлових точках порівняно з традиційним 
підходом, у даному випадку фактично у 89 разів. Отже, ефективність та доцільність 
використання нового підходу очевидна.  

Дослідження впливу параметрів моделі корозії на властивості 
оптимальних проектів. Оскільки показано, що застосування запропонованого 
альтернативного підходу до оптимального проектування конструкцій в 
агресивному середовищі дозволяє з мінімальними обчислювальними витратами 
розв’язувати такі задачі, то, використовуючи цей підхід з’являється, нарешті, 
можливість проведення дослідження впливу параметрів моделі корозійної 
деградації на властивості оптимальних проектів, виконання якого при використанні 
традиційного підходу ((9) – (13)) залишалося практично неможливим.  

Далі наведений порівняльний аналіз результатів оптимального проектування 
конструкції (рис.1.) за постановкою задачі (15) – (19) для послідовності з двохсот 
випадкових значень коефіцієнтів v0, k моделі (4). 

Чисельні дані для проведення порівняльного аналізу приймалися такими: 
α=π/6, β=π/4, L=2 м, E=2.1·105 МПа, P=80 кН, [σ]=240 МПа, tn=5 років, ∆=0.002 мм, 
F0=0.0001 м2, а коефіцієнти v0, k змінюються в межах відповідних проміжків 

0 [0.001, 0.003]v ∈  та [0.003, 0.005]k∈ . 
Слід зазначити, що за постановкою задачі (15) – (19) оптимальні проекти зна-

ходяться в кінцевий момент tn функціонування конструкції, тому вплив параметрів 
математичної моделі на їх характеристики найпомітніше проявляється у початко-
вий момент t0 і порівняльний аналіз найкраще проводити саме в цей момент.  

На рис.3 зображені, відповідно, графіки залежності об’єму матеріалу V(t0) оп-
тимальних проектів у початковий момент та питомої енергії деформації 
Э=(σ1

2+σ2
2)/(2Е) (для показаної на рис.1 конструкції) від параметрів v0, k. 

 

 
 

Рис. 3 
 
Порівняльний аналіз чисельних даних показує, що зміна (збільшення) початко-

вих значень коефіцієнтів v0=0.001 м/рік, k=0.003 МПа-1 математичної моделі (4) лише 
на ∆v0= 0.00005 м/рік та ∆k=0.0003 МПа-1, приводить до розбіжності між основними 
характеристиками (об’ємом матеріалу, потенційною енергією, прогинами) у почат-
ковий момент t0 у середньому 14.78 %, а при ∆v0=0.0003 м/рік та ∆k=0.0005 МПа-1 
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така відмінність зростає вже до 25 % – 40 %. Крім того, з вигляду моделі (4) зрозумі-
ло, що найбільш суттєво на результатах комп’ютерного моделювання позначається 
зміна параметра агресивності середовища. Так, варіювання значень коефіцієнтів k 
приводить до зміни в 3 % – 20 % у вихідних характеристиках проектів конструкції, а 
збільшення коефіцієнта v0 на 0.0003 м/рік – до розбіжності 22 % між характеристика-
ми проектів ферми в момент часу t0. Результати ж, отримані за більшої похибки 
∆v0=0.0015 ÷ 0.002 та одночасному зростанні обох коефіцієнтів до границі v0=0.003 
м/рік, k=0.005 МПа-1 взагалі відрізняються в 2 ÷ 4 рази.  

Таким чином, проведені чисельні експерименти підтвердили важливість під-
вищення точності визначення параметрів використовуваної моделі корозії та необ-
хідність врахування впливу напружень для забезпечення відповідності результатів 
математичного моделювання реальній поведінці досліджуваної конструкції. При 
цьому, очевидно, що завищення значень коефіцієнтів моделі приводить до надмір-
них витрат на «жертовний» шар матеріалу оптимального проекту конструкції, при 
заниженні ж, навпаки виникає ризик порушення вимог довговічності у запланова-
ний період її функціонування. 

Порівняльний аналіз застосування деяких відомих моделей корозії. За-
стосування запропонованого маловитратного підходу для вибору оптимальних зна-
чень варійованих параметрів конструкції дозволяє провести порівняння різних мо-
делей корозії. Далі приводяться результати порівняльного аналізу застосування 
трьох найбільш відомих математичних моделей корозійної деградації, які врахову-
ють вплив напружень на швидкість корозійного руйнування поверхні конструкцій 
[5]: моделі В. М. Долинського, І. Г. Овчинникова та Е. М. Гутмана: 

( ) ( ); ( )d /dt= t 1+k Дδ ϕ σ⋅      (20) 

0 (1 ); ( )d /dt=v + Э Оδ ζ⋅ ⋅      (21) 

( ) ( )d /dt=v t e . Гγ σδ ⋅⋅      (22) 

Тут φ(t), v(t) – функції, які відображують вплив агресивного середовища на 
швидкість корозійної деградації матеріалу конструкції та приймаються у вигляді: 

( 1)( ) ( ) ;

( )

t- t

t

t = a+b e /e

v t = e ,

β β

η

ϕ

α

⋅   

а Э – питома енергія деформації, яка обчислюється за формулою  
2 2 21 (2 ) ( 2 2 (1 ) )x y x y xyЭ= / E + - + +σ σ µσ σ µ σ⋅ ⋅ ⋅ , 

де µ – молярний об’єм речовини; σх, σу, σху – напруження в напрямках відповідних 
осей. 

Самі ж коефіцієнти моделей, подані в [7], мають значення a=0.00044 м/рік; 
b=0.000153 м/рік; β=0.2 рік-1; k=0.0089 МПа-1; v0=0.000217 м/рік; ζ=0.00047 МПа-1; 
α=0.00048 м/рік; η=0.091 рік-1; γ=0.00588 МПа-1; там же відзначено, що похибка ре-
зультатів математичного моделювання на цій базі відносно експериментальних да-
них за один рік складає 11 % для моделі (20), 14 % для (21) та 3 % для (22). Тобто, 
при заданій довговічності конструкції, наприклад, tn=5 років, вплив таких похибок 
у визначенні параметрів моделі може виявитись досить суттєвим. 

Результати розв’язування задачі оптимального проектування конструкції 
(рис.1) за альтернативним підходом (15) – (19) з чисельними даними: α=π/6, β=π/4, 
L=2 м, E=2.1·105 МПа, P=80 кН, [σ]=240 МПа, tn=5 років, ∆=0.002 мм, F0=0.0001 м2 , 
отримані для моделей (20) – (22), наведені нижче на графіках, де показані зміни в 
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часі площ поперечних перерізів стрижнів кожного з отриманих проектів, напру-
жень у стрижнях та їх прогинів. 

 

 
 
Рис. 4 

 
Лініями I, Д., II, Д., I, О., II, О., I, Г., II, Г. на рис. 4 показані зміни в часі від-

повідно площ поперечних перерізів (рис. 4, а), напружень (рис. 4, b) та прогинів 
(рис. 4, с) у стрижнях I, II проектів конструкції (рис. 1), отриманих за моделями Д., 
О., Г. (див. (20) – (22)). 

З аналізу приведених на рис. 4 чисельних даних, очевидно, що результати, 
отримані при застосуванні моделей корозійної деградації (20) – (22) з коефіцієнта-
ми, значення яких подані у [7], суттєво відрізняються: середня величина відхилення 
за 5 років між результатами застосування моделі Е. М. Гутмана (22) та моделі 
В. М. Долинського (20) складає 41.9 %, а між результатами, отриманими за модел-
лю Е. М. Гутмана і І. Г. Овчинникова (19) вже 86.8 %. Така розбіжність пояснюєть-
ся недостатньо точним визначенням коефіцієнтів, приведених у [7].  

Авторами статті додатково був проведений чисельний експеримент по підбо-
ру параметрів моделей, застосування яких дозволило (при однакових з вище роз-
глянутим випадком чисельних даних) знизити розбіжність між результатами засто-
сування різних моделей до 9 % – 10.5 %. Знайдені коефіцієнти (20) – (21) мають 
значення: a=0.00082 м/рік; b=0.00035 м/рік; β=0.2 (1/рік); k=0.0095 (1/МПа); 
v0=0.0011 м/рік; ζ=0.00112 (1/МПа), коефіцієнти (22) залишені як у [7]. Результати 
розв’язування задачі (15) – (19) з такими чисельними даними наведені на рис.5, 
графіки та позначення на яких аналогічні поданим на рис. 4.  

 

 
 

Рис. 5 
 
Отже, зрозуміло, що точність результатів математичного моделювання пове-

дінки конструкції в агресивному середовищі напряму залежить від коректності та 
адекватності математичної моделі корозії та її параметрів. 

Висновки. У поданій статті продемонстрована вірогідність та ефективність 
запропонованого у [5] підходу. Відповідні порівняння результатів розв’язування 
задачі традиційним шляхом з використанням методу випадкового пошуку в 
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програмній системі Mathematiсa 7 та розробленого на основі запропонованого 
альтернативного підходу програмного комплексу вказують на співпадіння цих 
даних у межах похибки обчислень (у даному випадку менше 1 %). При цьому, 
показано, що обчислювальна трудовитратність при використанні нового підходу 
виявляється в десятки разів нижчою ніж при застосуванні традиційного. 

Дослідження впливу зміни коефіцієнтів математичних моделей корозії на 
результати комп’ютерного моделювання, проведені в роботі, показали значний вплив 
похибок у значеннях коефіцієнтів рівнянь корозії та необхідність їх більш точного 
визначення з метою підвищення достовірності отримуваних результатів 
моделювання. 

Проведено порівняльний аналіз застосування відомих моделей корозійної 
деградації (В. М. Долинського, І. Г. Овчинникова та Е. М. Гутмана) до розв’язування 
задач оптимального проектування в умовах впливу агресивного середовища. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
ПЛАСТИНЫ С ПРЯМОУГОЛЬНЫМ ОТВЕРСТИЕМ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИТЕРАЦИОННЫХ СХЕМ РЕАЛИЗАЦИИ 
МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 
Розроблено алгоритм розв’язання задачі про пружно-пластичний напружено-

деформований стан прямокутної пластини з прямокутним отвором на основі проекційно-
ітераційного варіанта методу скінченних елементів. Для врахування пластичних деформацій 
застосовано метод змінних параметрів пружності. Проведено порівняльний аналіз одержаних 
розв’язків із відомими. 

Ключові слова: пружно-пластична рівновага, прямокутний отвір, метод скінченних еле-
ментів, проекційно-ітераційні схеми. 

 
Разработан алгоритм решения задачи упругопластического состояния прямоугольной 

пластины с прямоугольным отверстием на основе проекционно-итерационного варианта  
метода конечных элементов. Для учета пластических деформаций применен метод переменных 
параметров упругости. Проведен сравнительный анализ полученных решений с известными.  

Ключевые слова: упругопластическое равновесие, прямоугольное отверстие, метод ко-
нечных элементов, проекционно-итерационные схемы. 

 
Algorithm for solution of elastoplastic problem for rectangular plate with rectangular hole on 

the basis of projective-iterative variant of finite elements method is developed. Plastic deformation  
of material was taken into account with use of the variable parameters of elasticity method. Compara-
tive analysis for obtained results with known solutions is realized.  

Key words: elastoplastic equilibrium, rectangular, circular holes, finite element method, projec-
tive-iterative schemes. 

 
Введение. Расчет многих тонкостенных конструкций, элементами которых 

являются оболочки и пластины, должен проводиться с учетом пластических де-
формаций материала, которые возникают при высоких уровнях нагрузок. Это позво-
ляет выявить дополнительные резервы веса (по сравнению с упругим расчётом) и в 
связи с этим определить реальные запасы прочности соответствующих конструкций.  

Реальные пластинчато-оболочечные конструкции являются конструктивно-
неоднородными, в частности, многие из них имеют вырезы [6; 10]. Это существен-
но усложняет соответствующие исследования напряженно-деформированного сос-
тояния, особенно усложняет исследования необходимость учета пластических де-
формаций материала. Некоторые вопросы исследований напряженно-деформиро-
ванного состояния пластин и оболочек с отверстиями при учёте пластических де-
формаций отражены, в частности, в [5; 12; 14]. Отметим, что соответствующие за-
дачи имеют отношение к механике разрушения: разрушение начинается с образо-
вания нарушений сплошности, отверстия моделируют их. 

Постановка задачи. Рассмотрим задачу о напряженно-деформированном со-
стоянии изотропной прямоугольной пластины, ослабленной центральным прямо-
угольным вырезом и находящейся под действием распределенной нагрузки 1P , 
приводящей к возникновению пластических деформаций (на рис. 1 изображена ¼ 
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часть рассматриваемой пластины). В процессе решения необходимо определить 
границы между зонами упругого и пластического деформирования. 

К исследованию равновесия упругопластических тел могут быть применены 
вариационные методы. Соответствующие задачи можно рассматривать как задачи 
об экстремуме некоторого функционала [7; 13] 

,dsuPdVdd
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jj
V

ii
i

∫∫ ∫∫
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⎞

⎜
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3
εε
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где V – объем тела, S′  – часть граничной поверхности тела, на которой заданы 
внешние нагрузки ), , j( Pj 321= , iσ  – интенсивность напряжений, iε  – интенсив-

ность деформаций, 0σ , 0ε  – шаровые составляющие тензора напряжений и дефор-
маций, ju  –  компоненты вектора перемещений. 

 
Заметим, что в отличие от соответствующих функционалов теории упругости 

функционал П является неквадратичным вследствие нелинейной зависимости меж-
ду напряжениями и деформациями.  

Метод решения и алгоритм. Для решения поставленной задачи применим 
модифицированный вариационный метод [7; 13], при учете пластических деформа-
ций будем использовать метод переменных параметров упругости с построением 
соответствующих схем последовательных приближений [1; 4]. В каждом прибли-
жении решается некоторая неоднородная упругая задача, в которой переменные 
модуль сдвига G , модуль объёмной деформации K  и коэффициент Пуассона ν  
рассматриваются как известные функции координат, определяемые по результатам 
предыдущего приближения. При этом на каждом шаге приближения функционал 
(1) имеет вид 

( )2 2
0

3 3
2 i j j

V S
G K dV P u ds.Π ε ε

′
= + −∫ ∫    (2) 

Каждая упругая задача решается с использованием проекционно-итерацион-
ных схем реализации метода конечных элементов (МКЭ) [2; 3; 5; 9]. 
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В случае плоского напряжённого состояния для рассматриваемой задачи 
функционал (2) имеет вид 
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Приведем описание алгоритма решения упругопластической задачи для плас-
тины на k-ом шаге последовательных приближений. 

1. Для решения задачи минимизации функционала (3) применим проекцион-
но-итерационный вариант МКЭ. 

2. Для каждого конечного элемента находим интенсивность деформаций e
iε  

( )
( )

2
2 2

11 22 11 22 122
2 3 1 1

3 43 1
e
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ν

− +
= + − +

−
. 

3. Если для текущего конечного элемента выполняется условие s
e
i εε ≤  (ин-

тенсивность деформации e
iε  не превосходит интенсивности деформации sε , соот-

ветствующей условному пределу текучести), то параметры G  и ν  не изменяют-
ся, при s

e
i εε >  переходим на шаг 4. 

4. На диаграмме зависимости интенсивности напряжений от интенсивности 
деформаций (рис. 2, а) находим интенсивность напряжений iσ , которая соответст-

вует интенсивности деформаций e
iε . 
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5. Используя соответствующие значения e
iε  и iσ , определяем  G  и ν : 

,
E

E      ,G  
νψ
νψν

ψ 212
21

2
1
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+−
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где ( )./ i
e
i σεψ 23=  

6. Если 1=k , то алгоритм повторяется для 1+= kk . Для 1>k  выполняется 
проверка условия шага 7. 

7. Если для каждого конечного элемента выполняется условие εεε <− −
e

)k(,i
e
k,i 1  

(ε  – заданная точность вычислений), то процесс вычислений прекращается, в про-
тивном случае – алгоритм повторяется для 1+= kk . 

Численный анализ. Расчёты проведены для пластины со сторонами 
м ,ba 2022 == , размерами отверстия 0,08× 0,08 м, материал пластины – алюми-

ниевый сплав Д16Т с диаграммой )(f ii εσ = , представленной на рис. 2, б. Сжи-

мающие усилия 1P  изменялись от Па7108 ⋅  до Па71018 ⋅ . 
Решения, полученные на грубой сетке (21×21), хорошо согласуются с ре-

зультатами, приведенными в [13]. 
Измельчение сеток в проекционно-итерационном процессе позволило полу-

чить более точное значение решения. При этом были использованы равномерные 
вложенные вдвое конечно-элементные сетки (21×21, 41×41, 81×81, 161×161, 321×321, 
641×641, 1281×1281) из прямоугольных лагранжевых элементов первой степени. 

В таблице 1 приведены результаты численной реализации проекционно-
итерационного варианта МКЭ на ПК Turion 64×2 (2 GHz, 2×512 Kb L2 cache) с 2Gb 
оперативной памяти. Решение исходной задачи проекционно-итерационным вари-
антом МКЭ на последовательности 7-ми сеток было получено за 9 мин 55 с, исходя 
из нулевого начального приближения, задаваемого на самой грубой сетке (21×21). 
При решении этой задачи традиционным МКЭ на одной последней сетке 
(1281×1281) с нулевым начальным приближением решение было найдено за 46 мин 
10 с, что в 4,5 раза дольше, чем проекционно-итерационным вариантом МКЭ. 

Таблица 1 
Метод переменных  

параметров упругости Номер 
сетки Сетка 

Время счёта  
задачи с упругими  
коэффициентами, 

с 
Количество 

 приближений
Время 
счёта, c 

Суммар-
ное время  
счёта, с 

1 21×21 0,07 11 0,28 0,35 

2 41×41 0,17 10 2,5 2,74 

3 81×81 0,45 11 25,2 25,89 

4 161×161 1,33 11 191 193,02 

5 321×321 4,1 9 618 624,12 

6 641×641 14,7 8 202 222,82 

7 1281×1281 61 8 513 595 
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На рис. 3 показаны эпюры величин 111 P/σ  в характерных сечениях пласти-

ны, обозначенных на рис. 1, при нагрузке ПаP 7
1 1018 ⋅= , которые получены  

на последовательности 5-ти, 6-ти и 7-ми равномерных сеток. Наблюдается  
асимптотическая сходимость решений при измельчении сетки. 
 

 
Рис. 3 

 
На рис. 4 для сравнения показаны эпюры величин 111 P/σ  (а, в) и 122 P/σ  (б) в 

характерных сечениях пластины при нагрузке ПаP 7
1 1018 ⋅= , где сплошные линии 

соответствуют упругому решению, пунктирные – упругопластическому.  
 

 
Рис. 4 
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На рис. 5 показано развитие зон пластичности (обозначены сеткой) в зависимости от 
величины нагрузки.  

 

 
 

Рис. 5 
 
Выводы. 1) Разработана методика решения плоской задачи об упругопласти-

ческом деформировании пластины с центральным прямоугольным вырезом на ос-
нове итерационных схем реализации МКЭ;  

2) применение проекционно-итерационного варианта МКЭ для решения за-
дач упругопластического напряженно-деформированного состояния для пластин с 
прямоугольными отверстиями имеет значительные преимущества по сравнению с 
обычным МКЭ ( выигрыш по времени счёта составляет более 4 раз). 
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УДК 539.3 

В. Б. Говоруха1 
Дніпропетровський національний університет імені Олеся Гончара 

ПРО ХАРАКТЕР ОСОБЛИВОСТІ ЕЛЕКТРОМЕХАНІЧНОГО ПОЛЯ 
 В ОКОЛІ ВЕРШИНИ ЕЛЕКТРОІЗОЛЬОВАНОЇ МІЖФАЗНОЇ 

ТРІЩИНИ 
Розглянута плоска задача електропружності для п’єзокерамічного біматеріалу з 

електроізольованою міжфазною тріщиною. Побудовано точний аналітичний розв’язок задачі і 
проаналізовано можливість виникнення різних видів особливостей в околі вершини тріщини. 

Ключові слова: п’єзоелектрична кераміка, електроізольована міжфазна тріщина, 
сингулярність поля, коефіцієнти при особливостях, швидкість вивільнення енергії. 

Рассмотрена плоская задача электроупругости для пьезокерамического биматериала с 
электроизолированной межфазной трещиной. Построено точное аналитическое решение задачи 
и проанализирована возможность возникновения различного вида особенностей в окрестности 
вершины трещины 

Ключевые слова: пьезоэлектрическая керамика, электроизолированная межфазная 
трещина, сингулярность поля, коэффициенты при особенностях, скорость освобождения 
энергии. 

An electrically impermeable interface crack between two semi-infinite piezoelectric spaces is 
considered. The exact analytical solution of the problem is found. The singular fields are investigated 
around interface crack tips 

Key words: piezoelectric ceramics, electrically impermeable interface crack, type of singularity, 
stress intensity factor, energy release rate. 

Руйнування композитних матеріалів здебільшого пов’язане з міжфазними 
тріщинами, які виникають на межі поділу їх компонентів. Тому дослідження 
напружено-деформованого стану елементів конструкцій з урахуванням наявності в 
них дефектів у вигляді такого роду тріщин має дуже важливе практичне значення. 
У зв’язку з широким використанням п’єзоелектричних матеріалів у різних галузях 
машинобудування (завдяки внутрішньому ефекту взаємозв’язку між механічним та 
електричним полями) ця проблема стала актуальною і для п’єзоелектричних 
композитів. Однак розв’язування задач електропружності пов’язано з набагато 
більшими математичними труднощами, ніж розв’язування задач теорії пружності, 
оскільки вихідна система рівнянь для визначення електропружного стану суттєво 
ускладнюється у зв’язку з необхідністю врахування електромеханічних ефектів [4]. 

Плоска задача для міжфазної тріщини у п’єзоелектричному композитному 
матеріалі вперше була розглянута в [5]. Використовувалася модель тріщини з 
неперервними величинами електричного потенціалу та нормальної складової 
вектора електричної індукції на лінії тріщини (електропроникна тріщина). Було 
виявлено, що для цієї моделі міжфазної тріщини має місце осциляція напружень, 
електричної індукції та інших фізичних величин в околі вершини тріщини. 
Виходячи з того, що діелектрична проникність повітря, яке найчастіше заповнює 
тріщину, на декілька порядків нижча, ніж п’єзоелектрика, у [8; 9] розглянуто 
модель міжфазної тріщини, для якої бралися умови електричної ізоляції на берегах 
тріщини. Подальший розвиток модель електроізольованої міжфазної тріщини 
дістала в [1; 3], де, за допомогою сингулярних інтегральних рівнянь були отримані 
числові та аналітичні розв’язки плоскої задачі електропружності для кусково-
однорідної площини при різних видах зовнішнього навантаження. Контактна 
модель електроізольованої міжфазної тріщини розглядалася в [2]. 
                                                      
1 © В. Б. Говоруха, 2009 
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У даній роботі досліджено поведінку електромеханічного поля в околі 
вершини електроізольованої міжфазної тріщини, яка може виникати в композитних 
конструкціях з трансверсально-ізотропної п’єзоелектричної кераміки. Особлива 
увага приділяється аналізу можливості виникнення різних видів особливостей в 
околі вершини тріщини залежно від властивостей матеріалу. 

Постановка задачі. У прямокутній декартовій системі координат 321 xxOx  
розглянемо простір, складений з двох різних п’єзокерамічних півпросторів 03 >x  
та 03 <x . Матеріали цих півпросторів мають клас симетрії 6mm і попередньо 
поляризовані в напрямку осі 3Ox . Вважатимемо, що у смузі 211 bxb << , 03 =x  
області розмежування півпросторів розташована електроізольована ненавантажена 
тріщина, а поза тріщиною півпростори жорстко зчеплені між собою вздовж своєї 
межі 03 =x . На нескінченності задані однорідні поля механічних зусиль та 
електричної індукції (рис. 1). Будемо розглядати задачу для випадку плоскої 
деформації, тобто вважати, що всі електромеханічні характеристики не залежать 
від координати 2x . 

 

На межі поділу матеріалів маємо такі граничні умови: 

[ ][ ] 013 =σ , [ ][ ] 033 =σ , [ ][ ] 03 =D , ),(x ∞−∞∈1 ;           (1) 
[ ][ ] 01 =u ,  [ ][ ] 03 =u , [ ][ ] 0=ϕ , )b,b(x 211∉ ;           (2) 

013 =σ ,  033 =σ , 03 =D , )b,b(x 211∈ ,           (3) 

де ijσ , iD , iu , ϕ  – механічні напруження, електрична індукція, переміщення та 
електричний потенціал відповідно. Символ [ ][ ]⋅  тут і надалі означає стрибок 
відповідної функції на межі поділу матеріалів. 

Рис. 1 
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Відповідно до методики [9] основні характеристики електромеханічного поля 
на межі поділу матеріалів можна подати у вигляді 

[ ][ ] [ ])x()x(i)x( 111
−+ −−=′ hhHV ,            (4) 

∞−−+ ++= THhHht )x()x(),x( 1
1

11 0 ,            (5) 

де 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<′
>′

= − 0
0

3
221

3
11

x   ),z(
x   ),z()z( )()(

)()(

fBHH
fBh  – вектор-функція, аналітична у всій 

комплексній площині за винятком області тріщини, [ ]T ,u ,u ϕ31=V , 

[ ]TD , , 33313 σσ=t , [ ]TD,, ∞∞∞∞ = 33313 σσT . Вирази для матриць )k(A , )k(B  та 

функцій )z()k(f ′  ),k( 21=  наведені в [9].  
Матриця H  у виразах (4), (5) визначається за формулою 

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

−− 122111 )()()()(i BABAH  

і для трансверсально-ізотропних п’єзокерамічних матеріалів має таку структуру 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

444341

343331

141311

hhih
hhih
ihihh

H , 

де jlh ),,l,j( 431=  дійсні числа. 
Метод розв’язку. За своєю побудовою вирази (4), (5) автоматично 

задовольняють граничні умови (1) та (2). Враховуючи далі граничні умови (3), 
приходимо до векторної задачі Рімана на інтервалі )b,b(x 211 ∈  

∞−−+ −=+ THhHh )x()x( 1
1

1 .             (6) 
Розглянемо спочатку однорідну задачу, яка відповідає задачі (6) 

01
1

1 =+ −−+ )x()x( HhHh , )b,b(x 211 ∈ .           (7) 
Її розв’язок будемо шукати у вигляді [6] 

wh 1
21

−− −−= νν )bz()bz()z( ,             (8) 
де ν  – деяка комплексна стала, w  – довільний вектор. 

Підставляючи функцію (8) в (7), дістанемо систему 
( ) 02 =+ wHH νπie .              (9) 

Очевидно, що ν  та w  будуть, відповідно, власними числами та власними 
векторами цієї системи. 

Умова існування нетривіального розв’язку системи (9) зводиться до 
кубічного рівняння 

03 =− δΞδ , 

де 
νπ

νπ
δ

i

i

e
e

2

2

1
1
−

+
= ,   

)hhhh(h
)hhhh(h)hhhh(h

4433433411

44314134134331413314
−

−−−
=Ξ . 

Очевидно, корені цього рівняння можна записати як 
Ξδ =1 ,   Ξδ −=3 ,   04 =δ . 

Числовий аналіз показує, що для однієї групи п’єзокерамічних 
біматеріальних композицій виконується умова 0>Ξ , для іншої 0<Ξ . Тоді, 
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враховуючи, що: 
)( 11 δνν = ,   )( 33 δνν = ,   )( 44 δνν = , 

дістанемо: 

εν i+=
2
1

1 ,   εν i−=
2
1

3 ,   
2
1

4 =ν    при 0>Ξ ; 

κν +=
2
1

1 ,   κν −=
2
1

3 ,   
2
1

4 =ν    при 0<Ξ , 

де ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

=
Ξ
Ξ

π
ε

1
1

2
1 ln ,   ( )Ξ

π
κ arctg1
= . 

Знаючи власні числа jν  ),,j( 431= , із системи (9) знайдемо відповідні їм 
власні вектори jw . 

Параметри ε  та κ  відіграють важливу роль у подальшому аналізі, оскільки 
вони визначають характер особливості розв’язку для переміщень, напружень та 
інших фізичних величин в околі вершини тріщини. У загальному випадку 
анізотропії п’єзоелектричних тіл, як показано в [9], розподіл напружень та 
електричної індукції навколо вершини електроізольованої міжфазної тріщини 
містить дві пари сингулярностей εi,r ±− 50  та κ±− 50,r , де r  – відстань від довільної 
точки тіла до вершини тріщини. У випадку транверсально-ізотропних 
п’єзокерамічних біматеріальних тіл, як показав числовий аналіз, один з двох 
параметрів ε  або κ  завжди дорівнює нулю, в той час як інший залишається 
ненульовим. Це означає, що в околі вершини електроізольованої міжфазної 
тріщини, на відміну від електропроникної, не завжди виникає осцилююча 
особливість, а тому залежно від того, який знак має стала Ξ , можна виділити дві 
групи п’єзокерамічних біматеріальних композицій: композиції ε -класу )( 0>Ξ , 
для яких характерно виникнення осцилюючої особливості в околі вершини 
тріщини, та композиції κ -класу )( 0<Ξ , які характеризуються наявністю 
степеневої особливості, відмінної від кореневої. 

У випадку, коли характеристики матеріалів верхнього та нижнього 
півпросторів однакові, має місце рівність 0=Ξ , що приводить до кореневої 
особливості в околі вершини тріщини. 

Перейдемо далі до розв’язку неоднорідної задачі (6). Як показано в [9], 
можливе розкладання вектора ∞T  і вектор-функції )z(h  за базисом векторів jw : 

443311 wwwT TTT ++=∞ , 

443311 wwwh )z(h)z(h)z(h)z( ++= ,           (10) 
і задача (6) зведеться до трьох незв’язаних задач лінійного спряження на інтервалі 

)b,b(x 211 ∈ : 

jj
i

j T)x(he)x(h j −=− −+
1

2
1

νπ  ),,j( 431= ,          (11) 
де функції )z(h j  є аналітичними у всій комплексній площині за винятком області 
тріщини. 

Розв’язок задач (11) має вигляд [6] 
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де 12 bbl −= . 
З огляду на це і скориставшись виразом (10), можемо записати 
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Введемо далі коефіцієнти при особливостях в околі правої вершини тріщини 
в такий спосіб 
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де )x(t j 1  – компоненти вектора ),x( 01t  в базисі jw  ),,j( 431= . 
Зробивши необхідні обчислення, можемо записати коефіцієнти при 

особливостях в остаточному вигляді: 
– для п’єзокерамічних комбінацій ε -класу 

11 21
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– для п’єзокерамічних комбінацій κ -класу 
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2
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−= ,   44 2

TlK π
= . 

Як показує числовий аналіз, у випадку комбінацій ε -класу коефіцієнти 1K  
та 3K  є комплексними, причому 31 KK = , а коефіцієнт 4K  – дійсний. У випадку ж 
комбінацій κ -класу всі коефіцієнти при особливостях є дійсними. 

Вирази для напружень та електричної індукції, а також для стрибків 
переміщень та електричного потенціалу в околі точки 2b , за допомогою 
коефіцієнтів jK  ),,j( 431=  подамо в такому вигляді: 

– для п’єзокерамічних комбінацій ε -класу 
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– для п’єзокерамічних комбінацій κ -класу 
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Швидкість вивільнення енергії в околі точки 2b  визначається за такою 
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формулою [7] 
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Скориставшись виразами (12) і (13) та обчисливши відповідні інтеграли, 
одержимо представлення для швидкості вивільнення енергії у формі: 

– для п’єзокерамічних комбінацій ε -класу 
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– для п’єзокерамічних комбінацій κ -класу 
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Дані представлення можливі з огляду на специфічну властивість власних 
векторів jw  [9], яка підтверджена для розглядуваного класу матеріалів шляхом 
числової перевірки 
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Аналіз результатів. Для ілюстрації отриманих результатів було проведено 
числові розрахунки для 6 біматеріальних композитів, складених з трансверсально-
ізотропних п’єзокерамік PZT-5H, PZT-5, PZT-4 та BaTiO3. Характеристики цих 
матеріалів наведено в табл. 1. 

Таблиця 1 
 

П’єзокерамічні матеріали 
Величина Розмірність 

PZT-4 PZT-5H PZT-5 BaTiO3 

c11 13,9 12,6 12,1 15,0 
c12 7,78 5,5 7,54 6,6 
c13 7,43 5,3 7,52 6,6 
c33 11,3 11,7 11,1 14,6 
c44 

1010 Н/м2 

2,56 3,53 2,11 4,4 
e31 -6,98 -6,5 -5,4 -4,35 
e33 13,84 23,3 15,8 17,5 
e15 

Кл/м2 
13,44 17,0 12,3 11,4 

ε11 60,0 151 81,1 98,7 
ε33 

10-10 Ф/м 54,7 130 73,5 112 
 

Числовий аналіз показав, що до композицій ε -класу належать PZT-
5H/BaTiO3, PZT-5/PZT-4, а PZT-5H/PZT-4, PZT-5H/PZT-5, BaTiO3/PZT-4, PZT-
5/BaTiO3 є композиціями κ -класу. 

На рис. 2 показано залежність швидкості вивільнення енергії від різних видів 
навантаження. Для представлення фізичних величин використовується система СІ. 
Крива 1 відповідає біматеріальному композиту PZT-5/PZT-4 (композиція ε -класу), 
а крива 2 – композиту BaTiO3/PZT-4 (композиція κ -класу). Видно, що для 
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комбінацій обох класів збільшення зсувних зусиль призводить до зростання 
швидкості вивільнення енергії, тоді як збільшення інтенсивності електричного 
навантаження веде до її зменшення. 
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УДК 539.3  
      

Н. А. Гук1 
Днепропетровский национальный университет имени Олеся Гончара 

  
ИДЕНТИФИКАЦИЯ ОТКЛОНЕНИЙ ВНЕШНИХ НАГРУЗОК, 
ДЕЙСТВУЮЩИХ НА ТОЛСТОСТЕННУЮ ОБОЛОЧКУ ПРИ 

КВАЗИСТАТИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ 

Пропонується визначати функцію відхилень зовнішнього навантаження, як розв'язок  
оберненої задачі пружно-пластичного деформування з використанням узагальненого розв'язку. 
Функціонал нев'язкі доповнюється умовою стійкості пластичних деформацій. Вектор невідомих 
параметрів задачі визначається з використанням алгоритму градієнтної мінімізації з урахуван-
ням апріорної інформації про розв'язок. 

Ключові слова: товстостінна оболонка, стійкість пластичних деформацій, обернена 
задача, ідентифікація, узагальнений розв'язок, алгоритм градієнтної мінімізації. 

Предлагается определять функцию отклонений внешней нагрузки, как решение  обрат-
ной задачи упруго- пластичного деформирования с использованием обобщенного решения. 
Функционал-невязка дополняется условием устойчивости пластических деформаций. Вектор 
неизвестных параметров задачи определяется с использованием алгоритма градиентной мини-
мизации с учетом априорной информации о решении.  

Ключевые слова: толстостенная оболочка, устойчивость пластических деформаций, об-
ратная задача, идентификация, обобщенное решение, алгоритм градиентной минимизации.  

The function of rejections of the external loading as decision of reverse problem of the elastic-
plastic deformation with the use of the generalized decision is suggested to determine. The functional is 
complemented the condition of stability of plasticity deformation. The vector of unknown parameters 
of task is determined with the use of algorithm of gradient minimization taking into account a priori 
information about a decision. 

Key words: thick-walled shell, stability of plasticity deformation, reverse task, authentication, 
generalized decision, algorithm of gradient minimization.  

Введение. Процедура определения реального нагружения оболочечных кон-
струкций по наблюдаемым деформациям является актуальной  задачей при экс-
плуатации указанных систем, а также при создании математических моделей раз-
личных технологических процессов.  Задача, возникающая при этом, связана с ре-
шением упругопластической задачи в обратной постановке.  

Решению обратных задач механики  деформируемого твердого тела в упругой по-
становке посвящены [7; 8; 12], однако,  постановке и решению обратных упруго-пласти-
ческих задач  посвящены  единичные работы [10]. В литературе широко представлены 
задачи обработки металлов давлением [4], использующие простейшие аналитические 
решения или итеративные численные решения. Особенностью таких задач является пло-
хая обусловленность и высокая размерность, что, в свою, очередь приводит к непреодо-
лимым вычислительным трудностям. 

В настоящей работе рассматривается общая постановка обратной упруго-
пластической задачи о восстановлении действующей нагрузки по известным на-
блюдениям на основе численного алгоритма, позволяющего провести декомпози-
цию решения, которая одновременно является процедурой регуляризации.  

Постановка задачи. Рассматривается толстостенная оболочка, находящаяся 
под действием произвольной квазистатической нагрузки (частота изменения на-
грузки существенно меньше максимальной частоты колебаний оболочки). Обозна-

                                                 
1 © Н.А. Гук, 2009 
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чим }X:R)z,y,x(XX{ ΩΩ ∈∈== 3  ограниченную область пространства, 
занятую оболочкой. Нагрузка, действующая на оболочку, изменяется относительно 
номинально действующей нагрузки )X(P0 следующим образом: 

)X(kP)X(P)kt,X(P += 0 , Kk ,1= ,               (1) 
где ),( ktXP  – функция действующих нагрузок; kt  – дискретные моменты времени; 

}z,y,x{X =  – вектор пространственных координат; )(XPk  – идентифицируемые 
изменения функции нагрузки, соответствующие моменту времени kt . Функции  

)(XPk  должны быть ограничены на области Ω  
)X(C)X(Pk ≤ ,               (2) 

где С(Х) –  заранее заданная функция.  
Напряженно-деформированное состояние оболочечного элемента, находяще-

гося в упруго-пластической области, может быть описано на основе деформацион-
ной теории пластичности в приращениях [1]. Приращение полной деформации и 
изменение кривизны представляется в виде сумм упругой и пластической частей: 

p
ij

e
ijij ε∆ε∆ε∆ += ;  p

ij
e
ijij χ∆χ∆χ∆ += .              (3) 

Пластические составляющие деформации p
ijε  и кривизны p

ijχ  поверхности оп-
ределяются в итерационном процессе метода дополнительных деформаций [1] 

    )(
)(

)( )
)(

1( n
ij

n
icnp

ij E
E

ε
ε

ε −= ,                          (4) 

где iε – интенсивность деформаций; 2
122211

2
22

2
11 4

1 εεεεεε +++=i ; )(E )n(
ic ε – 

секущий модуль, определяемый по обобщенной кривой деформирования материала 
)( ii εσ ; n – номер шага итерационного процесса метода дополнительных деформаций. 

Критерием окончания итерационного процесса является выполнение условия 

1ε
σ

σσ
≤

−
)n(

i

)n*(
i

)n(
i ,                (5) 

где 1ε – заданная точность; iσ – интенсивность действительных напряжений; 
)n*(

iσ – интенсивность напряжений упругого расчетного тела.   
Связь между интенсивностью напряжений iσ  и деформаций iε  такая же, как 

и между напряжениями и осевой деформацией при одноосном сжатии или растяжении 

⎩
⎨
⎧

>
≤

=
Tii

Tii
i ),(f

,E
εεε
εεε

σ  ,               (6) 

где 
E
T

T
σ

ε = ; Tσ  – предел текучести. Функция )(f iε  существует и однозначна. 

Значения параметров нагрузки ограничены условием устойчивости пластических де-
формаций [10]: 

( ) 0≤− )n(
i

)n(p
i σ∆ε ,               (7) 

где )n(p
iε , )(n

iσ∆ – значения интенсивности пластических деформаций и приращение 
интенсивности напряжений достигнутые на (n)-ом шаге итерационного процесса. 
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В качестве разрешающих соотношений для определения основных функций, 
описывающих напряженно деформированное состояние (НДС) оболочки, исполь-
зуются  функционалы обобщенного решения [3] сформулированные для (n+1)-ого 
шага итерационного процесса (4): 
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где  введено скалярное произведе-
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21 νν ; w  

– функция нормальных перемещений; Ф – функция усилий; p
ijε  – пластические 

составляющие деформаций; p
ijχ  – пластические составляющие кривизны поверх-

ности; p
ijε∆ , p

ijχ∆  – приращения пластических составляющих деформации и кри-

визны; 0
ijM – моменты при )X(P)X(P 0= ; 0

ijT – комплексы, включающие усилия 

от нагружения )X(P)X(P 0= и компоненты пластических деформаций 
)n(p

ij
1−

ε , 
вычисленные на )n( 1− -ом шаге; ν – коэффициент Пуассона; 2211 k,k  – кривизна 
поверхности в направлениях x, y; 1R , 2R  – комплексы, содержащие пластические 
составляющие, определяемые в итерационном процессе метода дополнительных 
деформаций. Компоненты, содержащие индекс 0)(⋅  характеризуют функции задачи, 
вычисленные для действия номинального нагружения )X(P)X(P 0= .  

Пара функций ( ) ( )( )X,Xw Φ , ( ) χHXw ∈ , ( ) tHX ∈Φ , принадлежащая про-
странству пар функций со скалярным произведением 
( ) ( )( ) ( ) ( )

tHHww,w,w 21212211 ΦΦΦΦ
χ

⋅+⋅=⋅ и удовлетворяющая интегральным 
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соотношениям (8), (9) при любых ξ , θ  является обобщенным решением нелиней-
ной краевой задачи. Сочетание граничных условий таково, что возможно образова-
ние специальных функциональных пространств χH , tH  [3]. 

Предполагается, что в точках nX , Nn ,1=  ограниченной пространственной 

области 3R⊂Ω  известны (измеряются) значения нормальных перемещений 
 *)( nn wXw = .                                    (10) 

Задача состоит в определении функции )X(P , соответствующей моменту 
времени kt ,  такой, что обобщенное решение (8),  (9)  удовлетворяет ограничениям (7). 

Метод решения. Обратная задача может быть сформулирована как вариаци-
онная. Понятие корректной по А.Н. Тихонову  [9] постановки задачи требует вве-
дения условия компактности, что практически означает использование количест-
венной информации об искомом решении. Решение поставленной задачи сводится 
к минимизации функционала невязки с ограничениями (7) на неизвестные функции 
Р на пространстве векторов M

T
M R)P,P,P(P ∈= K21 : 

  Ωεσ∆λΩ∆∆λ
ΩΩ

d)P,X()P,X()X(d)P,X()P,X(),P(J p
ii

T ∫∫ −= .         (11) 

Здесь  )w)P,X(w()P,X( *
nn −=∆  – вектор-функция невязки; nλ  – множители Ла-

гранжа; )P,X( niσ∆ , )P,X( n
p
iε – значения соответствующих функций в точке nX .  

Для построения дискретного аналога функционала (11) необходимо  сформи-
ровать обобщенное решение (8), (9) прямой задачи. Решение прямой задачи позво-
ляет для каждого момента времени kt определить НДС конструкции, возникающее 
в результате воздействия внешней нагрузки )X(P , сформировать вектор нормаль-

ных перемещений )P,X(w n  и вектор невязки )),((),( *
nn wPXwPX −=∆ . Для ре-

шения прямой задачи будем использовать  соотношения (8), (9),  аппроксимируя  
неизвестные функции задачи с помощью метода конечных элементов (МКЭ).  

Для построения системы уравнений МКЭ  выполняется дискретизация  области Ω : 
– для решения прямой задачи вводится сетка с координатами узлов sX , где 

}z,y,x{X ssss = , S,s 1=  и соответствующими узловыми значениями  функции w  
в виде вектора }w{)X(w ss = ; 
– для представления условия (7) в дискретной форме вводится сетка с координата-
ми узлов lX , где }z,y,x{X llll = , L,l 1= , все lX  из числа sX ; 

– для задания  следа решения прямой задачи вводится сетка с координатами узлов nX , 

Nn ,1= , все nX  из числа sX   и заданными значениями  функции }{)( *
nn wXw = ; 

– для идентифицируемой функции )X(P  используется ее дискретное описание в 
виде узловых значений  на сетке sX . 

Рассматриваемая система представляется в виде ансамбля четырехузловых 
конечных элементов. Неизвестные функции на элементе задаются для локальной 
системы координат, связанной с центром тяжести, при помощи аппроксимаций вида: 

         ∑
=

=
4

1r
rrr

e )(H)(Hww ηµ ;  ∑
=

=
4

1r
rrr

e )(H)(H ηµΦΦ ;  
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∑
=

=
4

1r
rr

e )(H)(H ηµξ ;  ∑
=

=
4

1r
rr

e )(H)(H ηµθ                    (12) 

где rw , rΦ – значения функций в узлах; rH  – функции формы. В качестве функ-
ций формы используются интерполяционные полиномы  на базе полиномов Богне-
ра-Фокса-Шмидта, хорошо зарекомендовавшие себя в нелинейных задачах теории 
оболочек [11]. Множители Лагранжа λ также аппроксимируются на элементе 

     ∑
=

=
4

1r
rrr

e )(H)(H ηµλλ . 

После выполнения соответствующей процедуры интегрирования и сумми-
рования матриц элементов получаем систему уравнений для (n)-ого шага метода 
дополнительных деформаций в виде 

( ) )n()n()n(p)n( RU)P,(KK =+ 0εσ ,                      (13) 

где 
T

ss
s

ss
s

)n(
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⎝
⎛
∂
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=
ΦΦΦ – вектор значений искомых 

функций в l-ом узле; )(nKσ  – матрица, учитывающая параметрические слагаемые 

соотношений (8), (9); [ ] [ ][ ]CDCK T=  – матрица жесткости;  С – матрица функций 

формы;  D – матрица упругости; )n(R –  вектор, учитывающий нагружение и  дейст-

вие дополнительных деформаций. 
В результате решения системы уравнений  (13)  получаем  вектор перемещений 

)P,X(ww ss = , S,s 1= , соответствующий обобщенному решению (8), (9), который 
вместе с заданным вектором *

nw  позволяет сформулировать дискретный аналог (11) 

         ∑ ∑∑
= == ∂

∂
−=

L

l
m

M

m m

li
l

p
il

N

n
nn

T P
P

)P,X()P,X()P,X()P,X(),P(J
1 11

∆
σ

ελ∆∆λ ,          (14) 

где T
M )P,,P,P(P K21= – вектор идентифицируемых изменений функции нагрузки, 

M,m 1= ; N
T

N R),,,()P,X( ∈= ∆∆∆∆ K21 – вектор невязок, компонентами которого 

являются )w)P,X(w()P,X( *
nnn −=∆ , N,n 1= ; T

L ),,,( λλλλ K21= – вектор мно-
жителей Лагранжа, L,l 1= .  

Для того чтобы  вектор M
T*

M
*** R)P,,P,P(P ∈= K21  являлся решением задачи 

(14), необходимо и достаточно существование такого вектора 

L
T*

L
*** ),,,( Λλλλλ ∈= K21 : ( ){ }00121 ≥≥==∈ LLL

* ,,:,,, λλλλλλΛλ KK , чтобы 
пара LM

** R)),X(P( Λλ ×∈ была седловой точкой функционала (14) [2].  
Для определения седловой точки функции Лагранжа, построим итерацион-

ный процесс, представляющий собой метод градиента по каждой из переменных Р 
и λ, аналогично [2]. Приближения )k(P 1+ , )k( 1+λ  определяется следующим  
образом: 

      ),P(JPP )k()k()k(
P

)k()k()k( λα ′−=+1 ,                      (15) 
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где  )),P(J,),,P(J(),P(J )k(
P

)k(
P

)k(
P m

λλλ ′′=′ K
1

. Выбор параметра )k(α ( 0>)k(α ) 

осуществляется так, чтобы выполнялось условие убывания целевого функционала  
),P(J),P(J )k()k()k()k( λλ <++ 11 . 

Для выполнения численной минимизации функционала ),P(J )k( λ  по пере-

менной Р организуем итерационный процесс метода Ньютона-Рафсона [5]: 

       )()),(( )()(1)()()()1( kk
P

kk
Pk

kk PJPJhPP λλ ′″−= −+ ,           (17) 

где  ),P(J )k()k(
P λ′ , ),P(J )k()k(

P λ″  – градиент  и гессиан функционала 

),P(J )k( λ  в точке )k(P  соответственно; kh  – величина шага, 1=kh . 

Линеаризуя функцию невязки и функцию приращения интенсивностей де-
формаций )P,X( liσ∆ в окрестности текущего значения вектора параметров )k(P :  

m
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m m

n
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∑ ∂
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получим компоненты градиента и гессиана функционала  ),P(J )k( λ   в точке *P в виде: 
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λ .   (20) 

Компоненты матрицы градиента определяются численно с использованием разностного 
аналога  

m

mnmmn

m

n
P

PXPPX
P

PX
G

∆
∆−∆∆

=
∂

∆∂
=

),(),,(),(
,                  (21) 

где )},(),...,,({),,( 1 mmmnmmnmmn ePPXePPXPPX ⋅∆+∆⋅∆+∆=∆∆ ; mP∆  – при-
ращение к значению параметра mP ; em – базисные векторы: ),...,,(e 0011 = ; 

),...,,(e 0102 = ; …; ),...,,(em 100= ; Mm ,1= .  
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Вводя обозначения для матрицы градиента 
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N,n,MNm
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)P,X()P,X(GG

1
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∆              (22) 

и матрицы 
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∂
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== ∑

εσ ,    (23) 

получим разрешающие уравнения для определения приращений параметров  )k(P  
в матричной форме: 

)F)P(G()PP(GG T)k()k(T)k()k()k()k(T)k( λ∆ −−=−+1  
или,  опуская индекс (k), соответствующий номеру итерации 

   ( ) ( )λ∆∆ TTT F)P(GGGP −−=
−1

.                    (24) 
При решении задачи минимизации необходимо иметь хорошее приближе-

ние матрицы Гессе только в окрестности точки минимума, так как метод Ньютона 
обладает одношаговой сходимостью для квадратичных функций. Кроме того, ли-
неаризуя функцию невязки, получаем такую оценку гессиана (20), которая всегда 
является положительно полуопределенной матрицей. Это делает вычислительную  про-
цедуру (17) аналогом алгоритма спуска и гарантирует сходимость к стационарной точке. 

В общем случае матрица G может быть плохо обусловленной, особенно, если ее 
размерность велика. Очевидно, что из общего числа идентифицируемых параметров М 
можно выбрать те, влияние которых оказывается наиболее существенным. При этом 
необходимо обеспечить возможность получения решения (24) с заданной точностью.  

Для формирования матрицы G~  выделим наборы nmg~ , Nn ,1= , Bm ,1= , с 

индексами  dCm∈ , }C,...,C{C d
B

dd
1= , d

d KC ∈  ( dK – область определения век-

тора dC ), которым соответствуют элементы nmg матрицы G ( Nn ,1= , M,m 1= ). 

Для определения  квазирешения dCP~∆  для множества возможных индексов dC , 

аналогично (24), имеем: 
    λ∆∆ ~F~)P~(G~P~G~G~ T

CC
T
CCC

T
C dddddd −= ,     d

d KC ∈ .                    (25) 

Для определения наборов 
∗dC , соответствующих решению задачи (24), не-

обходимо решить задачу о выборе оптимальных точек аппроксимации нагрузки,  
∗∗

=
d

B
d C,...,Cj 1  таких, что после получения решения (25), будет выполняться условие [6] 

    2ελ∆∆λ∆∆ ≤⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

~F~)P~(G~PGG~F~)P~(G~P~G~G~ T
C

T
C

TT
C

T
CCC

T
C ddddddd ,    (26) 

где 2ε  – заданная точность. 

Если ввести обозначения dd C
T
C

G~G~A~ = , GGA T=  и соответствующие нормы 

∑ ∑
= =

=
N

n

B

m
nmaA

1 1

2 ; ∑
=

=
N

n
n

1

2∆∆  то из условия, что при фиксированном )P(∆ и λ 
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1 1

2   должна быть минимальной, формулируется условие 
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∗
∈

= =
∈

= =
∑ ∑∑ ∑ ==

dd

d

Cm

N

n

B

m
nm

Cm

N

n

B

m
nm

C
aamaxA

1 1

2

1 1

2  .           (27) 

Отсюда следует, что набор элементов dC , соответствующий выполнению условия 
(26), должен быть упорядочен по значению сумм B  столбцов матрицы G .  

Несмотря на то, что  матрица ( )GGT  всегда является положительной полу-
определенной, она может быть вырожденной или близкой к вырождению. В том 
случае, когда детерминант матрицы ( )GGT  остается близким к нулю, при реализа-
ции процедуры (24) возникают вычислительные трудности. Для их преодоления 
предлагается использование процедуры регуляризации Левенберга-Марквардта [5], 
в которой  аппроксимация гессиана выбирается в виде: 

E
P

)P,X(
P

)P,X(),P(J
*

*

PP

N

n q

n
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n
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∂
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⎭
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∂
∂

≈″

=
==
∑

1
2 ,  

где ψ – малое положительное число; Е – единичная матрица.  
Тогда итерационная процедура (24) может быть представлена следующим образом 

( ) ( )λ∆ψ∆ ψ TTT F)P(GEGGP −+=
−1

,            (28) 
Параметр ψ  выбирается из условия минимума невязки: 

     ( ) 2ελ∆∆ ψ ≤−− TTT F)P(GP)GG( . 

Алгоритм идентификации внешних нагрузок. Описанный  подход к опре-
делению внешних нагрузок на каждом шаге итерационного процесса может быть 
представлен следующим алгоритмом (без процедуры регуляризации): 

1.  Задание числа параметров В; номинальной нагрузки )X(P0 ; 1ε – точность в 
методе дополнительных деформаций; 2ε  – точность невязки;   k – количество 
итераций, 1=k . 
2.  Решение прямой задачи с точностью 1ε , численное построение матриц 

)k(G , )k(F с использованием (21). 
3.  Упорядочение матрицы  )k(G  по столбцам в соответствии с условием (27), 
формирование матрицы )k(G~ . 
4.  Построение матрицы ( ))k(T)k( G~G~ ,  формирование соответствующей матрицы )k(F~ .  

5. Определение )k(P~∆ в процедуре (25) и )k(λ  из условия (16); проверка выпол-
нения условия (26), если истина, то прейти к п. 6, иначе 1+= kk , перейти к п. 2. 
6. Конец. 
Результаты численного эксперимента. Изложенный алгоритм был приме-

нен для определения отклонения  функции внешней нагрузки от заданной номи-
нальной )X(P0 , действующей  на цилиндрическую круговую оболочку, по изме-
ренным значениям нормальных перемещений. В качестве номинального нагруже-
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ния задавалось неравномерно распределенное внешнее давление в продольных по-
лосах (рис. 1). Исследовалась стальная цилиндрическая круговая оболочка  (L/R=2,4; 
R/h=70; L, R, h – длина, радиус, толщина оболочки; 26102 м/HE ⋅= ; 

231042 м/H,T ⋅=σ ; 2
в м/Н, 31063 ⋅=σ ).  Модель оболочки задавалась в конечно-

элементной форме (использовался четырехузловой конечный элемент на базе по-
линомов Богнера-Фокса-Шмидта [11]) (рис. 2).  

В результате оказываемого внешнего воздействия )X(P  происходит дефор-
мирование оболочки. На  ее поверхности зафиксированы точки, значения нормаль-
ных перемещений в которых измерены (заданы). Эти значения в дальнейшем ис-
пользовалось в качестве значений вектора }w{w *

n=∗ .    
Для итерационной процедуры определения отклонений функции внешней на-

грузки от номинальной в качестве аппроксимации функции нагрузки выбирались ее  
значения в узловых точках области, где наблюдались наибольшие отклонения пе-
ремещений точек срединной поверхности от перемещений, вызываемых действием 
номинального нагружения )X(P0 . Итеративный процесс восстановления функции 
отклонения нагрузки с использованием предложенного алгоритма выполнялся для 
различных случаев распределения номинальной нагрузки и отклонений от нее.  
 

 
      Рис. 1        Рис. 2 

На рис. 3 представлен результат восстановления функции нагрузки для слу-
чая, когда номинальное нагружение вызывает деформирование в упругой области, 
а отклонение – упруго-пластическое деформирование (случай 1), на рис. 5 – для 
случая, когда номинальное нагружение вызывает упруго-пластическое деформиро-
вание (случай 2). В обоих случаях отклонение только увеличивает номинальную на-
грузку, но не изменяет характер ее распределения.  

На каждом из рисунков кривые, приведенные сплошной линией,  соответству-
ют заданному распределению нагрузки (рассматривается распределение нагрузки  
в продольном сечении оболочки). Кривые, представленные пунктирной линией, со-
ответствуют функциям распределения номинальной нагрузки. Кривые, обозначенные 
штрихпунктирными линиями, соответствуют результатам идентификации вектора  
нагружения на итерациях с заданной точностью  по перемещениям и демонстрируют 
приближения к искомому решению. В качестве начального приближения для итера-
ционных процессов выбиралось распределение номинальной нагрузки. 
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w от восстановленной нагрузки  

Рис. 3     Рис. 4 

Распределения нормальных перемещений в поперечном сечении, соответст-
вующих рассматриваемым функциям нагружения, приведены на рис. 4. (для случая 1)  
и рис. 6 (для случая 2). Сплошные тонкие линии обозначают контур недеформиро-
ванной оболочки, сплошные жирные линии описывают наблюдаемые перемещения 

*
nW , вызванные действительной нагрузкой, кривые, обозначенные пунктиром ил-

люстрируют перемещения вызванные действием номинальной нагрузки, а линии 
обозначенные маркерами ▲ – перемещения оболочки, вызванные восстановленной 
в итеративном процессе функцией нагружения. Погрешность приближения к наблю-
даемым перемещениям составляет не более 1–2 %. 
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   Рис. 5     Рис. 6 
На рис. 7 представлен результат восстановления функции нагрузки для случая, 

когда номинальное и действительное нагружение вызывают упруго-пластическое 
деформирование, но в отличие от предыдущих случаев изменяется  характер рас-
пределения нагрузки (случай 3). Результаты идентификации вектора нагружения на 
итерациях с заданной точностью по перемещениям демонстрируют приближения к 
искомому решению, однако в отличие от двух предыдущих случаев для достижения 
заданной точности восстановления нагружения требуется большее количество итера-
ций. Погрешность приближения к наблюдаемым перемещениям составляет 4 – 5 %. 

Для исследования сходимости итерационного процесса рассматривалось харак-
терное изменение функции невязки по итерациям (рис. 8). В начале процесса восста-
новления функции нагружения для всех рассматриваемых случаев происходит быстрое 
уменьшение невязки, затем скорость ее изменения падает, в результате кривые имеют 
достаточно резкий изгиб, разделяющий две области – быстрого и медленного измене-
ния невязки. Область значений номеров итераций, где происходит резкий изгиб кривой, 
дает вполне удовлетворительные приближения к искомому решению обратной задачи.  
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Для всех рассматриваемых случаев к целевому функционалу невязки с помощью 
множителей Лагранжа добавлялись ограничения, которые обеспечивали выполнение усло-
вия устойчивости пластических деформаций. Без учета этих ограничений итерационный 
процесс идентификации функции внешнего воздействия расходился. 
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        Рис. 7                   Рис. 8 

Выводы. Общая постановка обратной упруго-пластической задачи о восста-
новлении отклонений функции нагрузки может быть сформулирована с использо-
ванием функционалов обобщенного решения и дискретного представления неиз-
вестных функций. Учет качественной информации о решении позволил построить 
эффективный алгоритм минимизации целевого функционала, обеспечивающий 
сходимость к действительному решению с заданной точностью.  
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УДК 539.3 

А. Г. Зеленський1 
Придніпровська державна академія будівництва та архітектури  

МОДЕЛІ АНАЛІТИЧНОЇ ТЕОРІЇ  
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНИХ ПЛИТ 

Розглянуті моделі аналітичної теорії нетонких однорідних трансверсально-ізотропних 
плит при довільному статичному навантаженні з позицій тривимірної теорії пружності з 
урахуванням усіх компонент напружено-деформованого стану (НДС). Досліджено вплив 
механіко-геометричних параметрів та типу навантаження на НДС плит. 

Ключові слова: модель, теорія, плита, напружено деформований стан. 

Рассмотрены модели аналитической теории нетонких однородных трансверсально-
изотропных плит при произвольном статическом нагружении с позиции трехмерной теории 
упругости с учетом всех компонент напряженно-деформированного состояния (НДС). 
Исследовано влияние механико-геометрических параметров и типа нагружения на НДС плит. 

Ключевые слова: модель, теория, плита, напряженно-деформированное состояние. 

In this work models of analytic theory of non-thin Romogeneous transversally-isotropic slabs 
subjectcd to arbitrary static loading in the context of three –dimensional theory of elasticity with 
resped of all components of stress-strain statc (SSS) wers considered. In tluenec of mechanical and 
geometrical parameters and bunds of loading on SSS slabs wie investigated. 

Key words: models, theory, slab, stress-strain state. 

Вступ. Метод зведення тривимірної задачі теорії пружності для пластин до 
двовимірної, засновані на розкладанні шуканих функцій у степеневі ряди з цілими 
показниками за поперечною координатою, використовувався ще Коші і Пуассоном 
у теорії тонких пластин. М. О. Кільчевський узагальнив указаний метод для 
розрахунку оболонок [6], запропонувавши метод розкладання напружено-
деформованого стану (НДС) у тензорні ряди. Використання поліномів Лежандра 
для апроксимації компонент НДС за товщиною започатковано І. М. Векуа в [2], де 
проекційним способом побудувано теорію призматичних оболонок довільної 
змінної товщини, яка надалі була розвинена в його подальших роботах для 
довільних пологих оболонок. У [16] Р. Чікала (P. Cicala) одержані диференціальні 
рівняння і крайові умови для оболонок обертання з використанням принципу 
можливих переміщень. В. В. Понятовським [13] на основі варіаційного принципу 
Кастільяно побудована теорія пружних однорідних ізотропних пластин сталої 
товщини з використанням напівоберненого методу Сен-Венана. У ряди за 
поліномами Лежандра розкладалися тангенціальні напруження. Надалі поліноми 
Лежандра застосовувались у роботах І. Ю. Хоми [15], А. В. Плеханова, 
О. П. Прусакова [12], В. І. Гуляєва, В. А. Баженова, П. П. Лізунова [3] та їх 
послідовників. Огляди уточнених теорій виконано в [8; 9]. У [12] запропоновано 
енергоасимптотичний метод (ЕАМ). О. П. Прусаковим [14] тривимірні рівняння 
теорії пружності для пластин зведені до двовимірних з використанням варіаційного 
принципу Рейснера [18] і методу взаємозв’язаних рівнянь (МВР) при 
кососиметричному деформуванні пластин з урахуванням перших двох наближень 
для компонент переміщень. Дана робота розглядає різні моделі варіанта 
аналітичної теорії з використанням МВР і на їх основі досліджено НДС плит при 
різних типах навантажень. 
                                                           
1 © А.Г. Зеленський, 2009 
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Постановка задачі. Розглядається транстропна плита ( a b h× × ) сталої 
товщини h  у прямокутній декартовій системі координат Oxyz . Лицеві площини 
навантажені довільними поперечними силами. Граничні умови: 

( ) ( ) ( )( )2 2z z h / p x, y q x, y / ,σ = ± = − ±  ( ) ( )2 2 0xz yzz h / z h /σ σ= ± = = ± = ,   (1) 

де p( x, y )  та q( x, y )  – симметрична та кососиметрична складові поперечного 
навантаження (відносно серединної площини). Крайові умови можуть бути 
довільними статичного характеру. Вважається, що площина ізотропії паралельна 
серединній площині Oxy . 

Основні рівняння. Компоненти переміщень, поперечні напруження, які 
точно задовольняють граничним умовам (1), і тангенціальні напруження 
апроксимуються за товщиною плити у вигляді рядів за поліномами Лежандра 

2kP ( z / h ) : 

( ) ( )
0

2
k k

k

zU x,y,z P u x,y ,
h

∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (U V ; u v )→ → ; ( ) ( )1
1

2
k k

k

zW x,y,z P w x,y
h

∞

−
=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ; (2)  

( ) ( )
1

2
xz n xn

n

zx, y,z P t x, y ,
h

σ
∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  ( x, y ) ; ( ) ( )
0

2
z n zn

n

zx, y,z P s x, y
h

σ
∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ;        (3) 

( ) ( )
0

2
x n xn

n

zx, y,z P s x, y ,
h

σ
∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  ( x, y );  ( ) ( )
0

2
xy n yxn

n

zx, y,z P t x, y
h

σ
∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ , 

де 

1

1

n
xn ni ix

i
t ( x, y ) a Q ( x, y )

+

=
= ∑ , ( x, y ) ; 

2

0

n
zn ni i

i
s ( x, y ) b ( x, y )ω

+

=
= ∑ ;                (4) 

1 0

m m
ix ij j ,x ixj j

j j
Q ( x, y ) h w l u

= =
= +∑ ∑ , j j( x, y;u ,v ) ; 

1

m
i ij j ij j iq ip

j
( x, y ) ( q w e ) e q e pω ϕ

=
= + + +∑ ; 

( ) ( )0 10xn n,x n,y zns x, y d u v d sν= + + , ( )n nx, y; u ,v ; ( ) ( )yxn n,y n,xt x, y G u v= + . 

Сталі множники при функціях тут і надалі залежать від механіко-геометричних 
параметрів плити; m  – натуральне число, яке залежить від кількості доданків у 
частинних сумах рядів (2). 

Зображення компонент НДС у вигляді рядів (2), (3) на відміну від теорій, що 
основані на методі гіпотез, дає можливість визначати НДС з будь-якою точністю, 
враховуючи в указаних рядах відповідну кількість складових компонент (моделі 
варіанта аналітичної теорії). Якщо в рядах (2) урахувати складові компонент 
переміщень з індексами 0 1k , ,...,n=  (для тангенціальних компонент переміщень) і 

1k ,...,n=  (для поперечних переміщень), то у функціях (4) потрібно приймати до 
уваги тільки ці складові. 
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Аналітично показано, що НДС розглядуваних плит при поперечному 
навантаженні визначається розв’язками двох незалежних лінійних крайових задач: 
одна описує НДС при кососиметричному, а інша – при симетричному 
навантаженні. На основі аналізу систем диференціальних рівнянь установлено, що 
з урахуванням перших ( )1n + -го (при n  – натуральному непарному числі) доданків 

0 1 k nu ,u ,...,u ,...,u ;  0 1 k nv ,v ,...,v ,...,v  (наближення 0 1k , ,...,n= ) у рядах (2) для 
компонент переміщень ( )U x,y,z , ( )V x, y,z  система диференціальних рівнянь для 
кососиметричного навантаження має ( )3 1n + -й порядок, а для симетричного – 

( )3 1n + -й. 
Система диференціальних рівнянь, що описує симетричне деформування 

( ) ( )2 1 2 2 2 2 22 1
0 1

k k
i, n n i, n n n ipi, k n

n n
M u M v M w M+ + + +

= =
+ + =∑ ∑ , ( 1 2 0 1i , ,...; k , ,...)= = ;     (5) 

система диференціальних рівнянь, що описує кососиметричне деформування 

( )2 1 2 1 2 2 2 1 2 3 2 1
0 0

k k
i, n n i, n n i, k n n ip

n n
L u L v L w L+ + + + + + +

= =
+ + =∑ ∑ , ( 1 2 0 1i , ,...; k , ,...= = ),   (6) 

де i , jM , i , jL  – оператори 2-го та 1-го порядків; i pM , i qL  – функції симетричного 
p( x, y )  і кососиметричного q( x, y )  навантаження відповідно. 

Крайові умови в інтегральній формі також отримуються із варіаційного 
принципу (ВП) Рейснера. 

На основі (2) – (6) і крайових умов виведені основні рівняння, що 
визначаються різною кількістю наближень у рядах (2) (моделі варіанта аналітичної 
теорії), а саме: при 0 1k ,=  (модель М01); 1 3 0 2k , ; k ,= =  (М13, М02) і 0 5k ,...,=  
(високе наближення, М0-5). 

Розробленою методикою отримані системи диференціальних рівнянь для 
кожної моделі варіанта теорії операторним методом зведені до зручних для 
розв’язування систем, що дало можливість розділити їх на окремі системи нижчого 
порядку та отримати форми їх загальних розв’язків. Виділені диференціальні 
рівняння, які описують внутрішній НДС, вихровий та потенціальний крайові 
ефекти; побудовані форми загальних розв’язків для М135, М02, М024. 

Для моделі високого наближення М0-5 виведена в явному вигляді система 
диференціальних рівнянь з частинними похідними 34-го порядку [4], яка розділена 
на систему диференціальних рівнянь симетричного і кососиметричного 
деформування [5]. Симетричне деформування (М024) визначається системою 16-го 
порядку, причому, вихровий крайовий ефект описується однорідною системою 
диференціальних рівнянь 4-го порядку, потенціальний крайовий ефект – 
однорідним диференціальним рівнянням 8-го порядку, а внутрішній НДС – 
бігармонічним рівнянням і частинними розв’язками чотирьох неоднорідних 
диференціальних рівнянь 12-го порядку. Кососиметричне деформування (М135) 
визначається системою 18-го порядку, вихровий крайовий ефект – однорідною 
системою 6-го порядку відносно вихрових функцій 1 3 5i ( х,у ) ( i , , )ψ =  

1 1 3 3 5 5 0і і іН Н Н ;ψ ψ ψ+ + =  ( 1 3 5і , ,= ), ( k k ,y k ,xu vψ = − , 2
2 0i j i j , i j ,Н h h= ∇ + ), (7) 
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яка операторним методом зведена до диференціального рівняння 6-го порядку 
відносно функції ( х,у )ψ  

0 0Н ( х,у )ψ = ; ( 6 4 2
0 6 4 2 0B B B BН К К К К= ∇ + ∇ + ∇ + ), 

де 0
1i i( х,у ) Н ( х,у )ψ ψ= , 0

1iН – ад’юнкти диференціального визначника системи (7). 
Внутрішній НДС з потенціальним крайовим ефектом описується неоднорідною 
системою диференціальних рівнянь 12-го порядку відносно ( )iw x, y  ( 1 3 5i , ,= ) 

1 1 3 3 5 5i i i iqП w П w П w П q+ + = , ( 4 2
4 2 0ij i j , i j , i j ,П µ µ µ= ∇ + ∇ + ; 1 3 5i , ,= ).     (8) 

Система диференціальних рівнянь внутрішнього НДС і потенціального 
крайового ефекту для високого наближення (8) зведена до зручних неоднорідних 
диференціальних рівнянь 12-го порядку 

4 8 6 4 2
8 6 4 2 0П П П П П( K K K K K )∇ ∇ + ∇ + ∇ + ∇ + ∇ 1 3 5i iqФ ( x, y ) П q, ( i , , )= = .   (9) 

Виведені форми загальних розв’язків системи (9): 

1 1 1 1B П rФ ( x, y ) Ф ( x, y ) Ф ( x, y ) Ф ( x, y );= + +  3 5k krФ ( x, y ) Ф ( x, y ), ( k , ),= =  

де 1 3 5r r rФ ,Ф ,Ф  – частинні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь (9); 

1ВФ  – загальний розв’язок бігармонічного рівняння 4
1 0Ф ,∇ =  який разом з 

частинними розв’язками трьох неоднорідних диференціальних рівнянь (9) описує 
внутрішній НДС пластини; 1ПФ  – загальний розв’язок диференціальних рівнянь 
потенціального крайового ефекту (8-го порядку) 

( )8 6 4 2
8 6 4 2 0 1 0П П П П ПK K K K K∇ + ∇ + ∇ + ∇ + Φ = . 

Одержано складові переміщень через форми загальних розв’язків рівнянь  
(7) і (9): 

( ) ( )( ) ( )
5

0 0
1 1 1

13
k k B B ik ir

i ,
w x,y П Ф ( x,y ) Ф x,y П x,y

=
= + + Φ∑ ( 0

ikП – ад’юнкти системи (8)); 

( ) ( )
5

1 3
k k i i,x k i i,y kwi i,x kq ,x

i ,
u x, y w qϕ ψλ ϕ λ ψ λ λ

=
= + + +∑ ; 

( ) ( )
5

1 3
k k i i,y k i i,x kwi i,y kq ,y

i ,
v x, y w qϕ ψλ ϕ λ ψ λ λ

=
= − + +∑ , ( 1 3 5k , ,= ; i i ,x i,yu vϕ = + ). 

Побудовані розв’язки в одинарних та подвійних тригонометричних рядах для 
розглядуваних моделей. Розроблено новий наближений метод розв’язування 
отриманих систем диференціальних рівнянь високого порядку, згідно з яким, 
розв’язування системи 8-го (12-го) порядку зведено до послідовного наближеного 
розв’язування двох (трьох) диференціальних рівнянь 4-го порядку. Метод може бути 
узагальнений для розв’язування систем більш високих порядків.  

Одержано точний аналітичний розв’язок тривимірної задачі теорії пружності 
для транстропних плит довільної товщини при крайових умовах Нав’є. 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

58 

Чисельні розрахунки. Висновки. На основі розроблених алгоритмів 
досліджено НДС квадратних транстропних плит довільної сталої товщини при 
повільно і швидкозмінюваних та квазілокальних поперечних навантаженнях при 
крайових умовах Нав’є. Отримані в широких межах змінювання механіко-
геометричних параметрів чисельні результати (табл. 1 – 3, рис. 1 – 4) указують на 
більш високу точність М0-3 варіанта аналітичної теорії у порівнянні з іншими 
теоріями, які основані на використанні різних фізичних гіпотез в т. ч. і з теорією типу 
Тимошенка-Рейснера (М1, М01). Метод взаємозв’язаних рівнянь дає більш точні 
результати у порівнянні з енергоасимптотичним (табл. 2).  

На рис. 1, 2 ( 1 3h / a /= ; 0 1G / G ,′ = ), рис. 3, 4 ( 1 3h / a /= ; 1G / G′ = ) наведені 
графіки змінювання компонент НДС за товщиною, яка характеризує нелінійність НДС 
і розходження між результатами моделей варіанта теорії. Тут і надалі 

x( z ) x( z ) / qσ σ=% ; W WE /( qh )=% ; z z / h=% ; x( y ) x( y ) / a=% % . НДС при 
кососиметричному навантаженні характеризується параметром 0mn mnp / q = , а 
при навантаженні на верхній лицевій площині – параметром 1mn mnp / q =  ( mnp , 

mnq  – амплітудні значення інтенсивності зовнішнього навантаження); 
моногармонічне навантаження визначається параметрами 1m n= =  (кількість 
півхвиль), а полігармонічне – параметрами 3 5m n , ,...= =  ; ∆  з нижніми індексами 
означає відповідне розходження у відсотках.  
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Лінії на графіках відповідають:  – точному розв’язку (ТР) за 
тривимірною теорією пружності; – М0-5 (або М135);  – М0-3 (або 
М13);  – М01 (або М1);  – класичній теорії (КТ). Графіки і 
таблиці наведені для 1E / E′ = ; 0 3,ν ν′ = = . 

Модель М0-3 з високою точністю, а модель М0-5 при повільно змінюваних 
навантаженнях практично точно описує НДС тонких плит та плит середньої товщини в 
широких межах змінювання механіко-геометричних параметрів (табл. 1 – 3). При 
швидкозмінюваних навантаженнях розрахунок за М01, М0-3 може давати 
незадовільні результати не тільки для плит середньої товщини, але і для тонких 
плит [4; 5], що вказує на необхідність використання вищих наближень.  

Таблиця 1 

Напруження Прогини 
Розв’язок 

xσ% ( 0 5z ,=% ) t∆ % W% ( 0z =% ) t∆ % 
Точний розв’язок –2,124 – –3,491 – 

Класична теорія –1,778 16,3 –2,270 35,0 
Теорія С. Амбарцумяна [1] –1,930 9,13 –3,693 5,79 
Теорія В. Піскунова і др.[10] –2,045 3,72 –3,682 5,47 

Теорія Х. Муштарі [7] –2,090 1,60 –3,560 1,98 

Теорія В. Піскунова, 
В. Присяжнюка [11] 

–2,118 0,28 –3,500 0,26 

Модель М01 –2,086 1,79 –3,591 2,86 
Модель М0–3 –2,120 0,19 –3,493 0,06 
Модель М0–5 –2,124 0,00 –3,491 0,00 

Таблиця 2 

1h / a =  0 2h / a ,=  
Розв’язок 

xσ%  t∆ % W%  t∆ % xσ%  W%  
Точний розв’язок 0,8737 – –0,3508 – 15,402 –77,043 

За теорією 
Рейснера [17] 

0,6079 30,4 –0,3808 8,55 15,198 –76,783 

За теорією 
С. Амбарцумяна [1] 

0,8508 2,62 –0,3808 8,55 15,441 –76,783 

Друге 
наближення 
за ЕАМ [12] 

0,8566 1,96 –0,3609 2,88 15,401 –77,046 

Третє 
наближення 
за ЕАМ [12] 

0,8723 0,16 –0,3587 2,25 15,401 –77,044 

За МВР (М13) 
друге наближення 

0,8527 2,40 –0,3529 0,60 15,401 –77,046 

За МВР (М135) 
третє наближення 

0,8732 0,06 –0,3507 0,03 15,402 –77,043 
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Таблиця 3 

Розв’язок 
z / h  xσ%  t∆ % zσ%  t∆ % W%  t∆

% 
Точний 
розв’язок 

0 
–0,25 
–0,5 

0 
0,0673 
0,4760 

– 
– 
– 

0 
0,2967 

0,5 

– 
– 
– 

–0,1282 
–0,1618 
–0,2343 

– 
– 
– 

За МВР 
1k =  

(М1) 

– 
– 
– 

0 
0,2063 
0,3323 

– 
– 

30,2 

0 
0,3438 

0,5 

– 
15,9 

– 

–0,1748 
–0,1748 
–0,1748 

36,3 
– 

25,4 
За МВР 

1 3k ,=  
(М13) 

– 
– 
– 

0 
0,0651 
0,4440 

– 
– 

6,72 

0 
0,2964 

0,5 

– 
0,10 

– 

–0,1295 
–0,1598 
–0,2508 

1,01 
– 

7,04 
За МВР 

1 3 5k , ,=  
(М135) 

– 
– 
– 

0 
0,0670 
0,4743 

– 
– 

0,36 

0 
0,2967 

0,5 

– 
0,00 

– 

–0,1278 
–0,1617 
–0,2372 

0,31 
– 

1,24 

 
Табл. 4 дає можливість оцінити точність М0-3 в залежності від механіко-

геометричних параметрів.  

Таблиця 4 

h
a

 
z%  G

G
′

=1 t∆  
% 

G
G
′

=
1
2

 t∆  
% 

G
G
′

=
1

10
 t∆  

% 
G
G
′

=
1
50

 t∆  
% 

0,5 –1,190 
–1,206 

1,33 –1,296 
–1,338 

3,14 –1,692 
–2,083 

18,8 –1,993 
–3,959 

49,7 1
2

 

–0,5 0,8350 
0,8319 

0,37 0,9828 
0,9949 

1,22 1,481 
1,820 

18,6 1,828 
3,754 

51,3 

0,5 –5,243 
–5,245 

0,04 –5,417 
–5,422 

0,09 –6,555 
–6,685 

1,94 –9,202 
–10,91 

15,7 1
5

 

–0,5 5,052 
5,054 

0,04 5,228 
5,232 

0,08 6,377 
6,502 

1,92 9,041 
10,74 

15,8 

0,5 –20,05 
–20,05 

0,00 –20,23 
–20,23 

0,00 –21,61 
–21,65 

0,18 –26,95 
–27,73 

2,81 1
10

 

–0,5 19,88 
19,88 

0,00 20,07 
20,07 

0,00 21,45 
21,49 

0,19 26,79 
27,58 

2,86 

 
У табл. 5 наведені чисельні результати, які отримані на основі різних моделей 

при квазілокальних навантаженнях (рис. 5, 6) ( S  – кількість доданків у триго-
нометричних рядах для поперечного навантаження з параметрами 1 3m n , , ...= = ; 

0q  – амплітудне значення доданків). Модель М135 дає високоточні, а М1 (теорія 
Тимошенка-Рейснера) – суттєво неточні результати навіть для тонких плит.  

Установлено, що внутрішній НДС плит найбільш суттєво залежить від 
товщини, податливості на поперечний зсув, змінюваності та локальності 
поперечного навантаження. Точність моделей варіанта аналітичної теорії зростає 
при зменшенні товщини, податливості на поперечний зсув і змінюваності 
поперечного навантаження. 
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Таблиця 5 

М1 М13 М135 ТР 1t∆ % 3t∆ % 5t∆ % G
G
′

 
  nm =  

)5,0~(~ =zxσ  

1 1,3,…,29 –1,738 –1,818 –1,890 –1,914 9,20 5,02 1,25 
0,1 1,3,…,11 –4,061 –4,765 –4,989 –5,080 20,1 6,20 1,79 

G
G
′

 
nm =  

)25,0~(~ =zzσ  

1 1,3,…,29 –0,3438 –0,2281 –0,2279 –0,2277 51,0 0,18 0,09 
0,1 1,3,…,11 –0,3438 –0,2960 –0,2945 –0,2950 16,5 0,34 0,17 

G
G
′

 
nm =  

)0~(~
=zW  

1 1,3,…,29 –20,15 –20,07 –20,07 –20,07 0,40 0,00 0,00 
0,1 1,3,…,11 –78,58 –77,97 –77,95 –77,95 0,81 0,03 0,00 
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Рис. 5. Рис. 6. 
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УДК 539.3 1 
С. В. Козінов, В. В. Лобода  

Дніпропетровський національний університет імені Олеся Гончара 

ПЕРІОДИЧНА СИСТЕМА МІЖФАЗНИХ ТРІЩИН ЗІ  
СКІНЧЕНОЮ ЕЛЕКТРИЧНОЮ ПРОНИКНІСТЮ  

У П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНОМУ БІМАТЕРІАЛІ 
 

Розглянуто плоску задачу для двох різнорідних п’єзоелектричних півпросторів, у площині 
стику яких розташована періодична система тріщин зі скінченою електропроникністю. На не-
скінченності діє рівномірно розподілене механічне навантаження, заданий сталий вектор  
електричної індукції. Розв’язок задачі побудовано в замкненій формі методами теорії функцій 
комплексної змінної. Записано вирази для напружень, компонент вектора електричної індукції, 
стрибків переміщень та коефіцієнтів інтенсивності напружень. Головна увага приділялася  
дослідженню впливу електричної проникності тріщин на електромеханічні поля в біматеріалі. 
Як частковий випадок, розглянуто систему тріщин в однорідному п’єзоелектричному матеріалі. 

Ключові слова: періодична система тріщин, скінчена електропроникність, 
п’єзоелектричний біматеріал. 
 

Рассмотрена плоская задача для двух разнородных пьезоэлектрических полупространств, 
в плоскости стыка которых расположена периодическая система трещин с ограниченной элек-
тропроницаемостью. На бесконечности действует равномерно распределенная механическая 
нагрузка, задан постоянный вектор электрической индукции. Решение задачи построено в 
замкнутом виде методами теории функции комплексной переменной. Записаны выражения для 
напряжений, компонент вектора электрической индукции, скачков перемещений и коэффици-
ентов интенсивности напряжений. Основное внимание уделялось исследованию влияния элек-
трической проницаемости трещин на электромеханические поля в биматериале. Как частный 
случай, рассмотрена система трещин в однородном пьезоэлектрическом материале. 

Ключевые слова: периодическая система трещин,  конечная  электропроницаемость,  
пьезоелектрический биматериал. 
 

Plane problem for an infinite space which consists of two different piezoelectric materials with 
periodic set of electrically limited permeable interface cracks is considered. Uniformly distributed elec-
tromechanical loading is applied. The solution of the problem is obtained in a close form by use of the 
complex function theory. Formulae for stresses, electric displacement vector, elastic displacements, 
electric potential jump and intensity factors are given. The main attention is paid to the influence of  
the electric permeability of the cracks on electromechanical fields in the composite. As a particular case 
the periodic set of limited permeable cracks in a homogeneous piezoelectric material is studied. 

Key words: periodic set of cracks, limited electric permeability, piezoelectric bimaterial. 
 
Вступ. Вивчення руйнування композитних п’єзоелектричних матеріалів вна-

слідок розповсюдження тріщин уздовж межі поділу має важливе практичне зна-
чення, зважаючи на наявність таких з’єднань у багатьох електромеханічних прила-
дах. Задача для тріщини у п’єзоелектричному матеріалі вивчається дуже активно, 
причому, особлива увага приділяється вибору коректних електричних умов на бе-
регах тріщини.  

Через складність проблеми, в основному досліджувалися граничні випадки 
повністю електропроникної [2; 3] та електроізольованої [4] тріщини. Правомірність 
таких спрощених електричних граничних умов на берегах тріщини в однорідному 
п’єзоелектричному матеріалі вивчалася [5] шляхом розгляду тріщини як гранично-
го випадку еліптичного отвору або включення. У результаті зроблено висновок, що 
модель електропроникної тріщини більш реалістична, ніж електроізольованої, ос-
кільки в останньому випадку з’являється додаткова сингулярність електричної ін-
                                                           
© С.В. Козінов, В.В. Лобода, 2009 
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дукції в околі вершин тріщини, що залежить тільки від електричного навантаження.  
Інший підхід для врахування електропроникності тріщини був запропонова-

ний у [6]. Автори використовували граничні умови, в яких електрична проникність 
заповнювача тріщини враховувалася при розгляді тріщини як конденсатора. Ця мо-
дель використана при розв’язанні задачі методом скінчених елементів [7]. Необхід-
но зауважити, що всі вищеперелічені статті були присвячені задачі про тріщину в 
однорідному п’єзоелектричному матеріалі.  

Тріщина скінченої проникності на межі поділу двох різних п’єзоелектричних 
матеріалів була аналітично досліджена у [8]. У цій же роботі, як частковий випадок, 
був проведений аналіз для тріщини зі скінченою проникністю в однорідному 
п’єзоелектрику. 

Задача для періодичної системи тріщин скінченої проникності ще не була 
розв’язана ні для випадку однорідного п’єзоелектрика, ні для випадку 
п’єзоелектричного композита.  

У пропонованій роботі побудовано розв’язок задачі для періодичної системи 
тріщин, що розташовані на лінії поділу двох різних п’єзоелектричних матеріалів у 
припущенні, що береги тріщин мають скінчену електричну проникність. Як част-
ковий випадок, отриманий також розв’язок задачі для періодичної системи тріщин 
в однорідному матеріалі.  

Формулювання та розв’язок основних рівнянь. Визначальні рівняння для 
лінійного п’єзоелектричного матеріалу мають вигляд: 
 ,V ,iJ iJKl K lΠ = Ε  (1) 

 , 0,iJ iΠ =  (2) 
де 

 
, 1, 2,3,

V
, 4,

k
K

u K
Kϕ
=⎧

= ⎨ =⎩
 (3) 

 
, , 1, 2,3,
, 1, 2,3; 4,

iJ
iJ

i

i J
D i J
σ =⎧

Π = ⎨ = =⎩
 (4) 

 

, , 1, 2,3,
, 1, 2,3; 4,

E
, 1,2,3; 4,
, 4.

ijkl

lij
iJKl

ikl

il

C J K
e J K
e K J

J Kε

=⎧
⎪ = =⎪= ⎨

= =⎪
⎪− = =⎩

 (5) 

Тут , , ,k ij iu Dϕ σ  – переміщення, електричний потенціал, напруження та  
електрична індукція, відповідно. У рівняннях (1)-(5) нижні індекси, записані мали-
ми літерами, змінюються від 1 до 3, великими – від 1 до 4. 

Проводячи перетворення, аналогічні [9], приходимо до наступних виразів для 
стрибка переміщень та електричного потенціалу, компонент тензора напружень і 
вектора електричної індукції на межі поділу матеріалів: 
 1 1 1( ,0) ( ) ( ),x x x+ −′ = −V W W  (6) 

 (1)
1 1 1( ,0) ( ) ( )x x x+ −= −t GW GW  (7) 

де 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

65 

 (1) (2)
1 1 1( ,0) ( ) ( ),x x x′ ′ ′= −V V V  (8) 

та (1) 1−=G B D , ( ) 1(1) (2) (2) (1)−
= −D A A B B , 1 1( ) ( 0)x x i+ = +W W , 

1 1( ) ( 0)x x i− = −W W ; ( ) ( ),m mA B  – відомі матриці [4], що відносяться до верхнього 

( 1)m =  та нижнього ( 2)m =  півпросторів, відповідно; { }T
1 2 3, , ,u u u ϕ=V  та 

{ }T
13 23 33 3, , , Dσ σ σ=t ; ( )zW  – функція, аналітична у всьому просторі за виклю-

ченням області тріщин.  
 Постановка задачі. Розглянемо періодичну систему тріщин, розташованих 
на лінії стику двох різнорідних п’єзоелектричних півпросторів. Характеристики 
матеріалів задано пружними модулями ( )m

ijklC , п’єзоелектричними константами ( )m
ikle  

та діелектричними постійними ( )m
ilε . Верхній індекс «1» («2») відповідає «верхньо-

му» («нижньому») півпростору.  
Вважаємо, що на нескінченності діють рівномірно розподілені розтягуючі σ  

та зсувні τ  напруження, а також задано рівномірно розподілене електричне змі-
щення d, під дією яких тріщини розкриваються. Координати вершин тріщини у  
фундаментальній стрічці [1] позначимо b−  та b , а період вважаємо рівним h . 
Крім того, сукупність відкритих ділянок позначимо через M , а ділянки жорсткого 
зчеплення – U . 

 
Рис. 1 

 
Уводячи електричне поле до середини тріщини як ( ) /( )aE u uϕ ϕ+ − + −= − − −  

та враховуючи, що 3 a aD Eε= , приходимо до наступної умови в області тріщини: 

3 ( ) /( )aD u uε ϕ ϕ+ − + −= − − − , де 0a rε ε ε=  – електропроникність матеріалу-
заповнювача тріщини, 12

0 8,85 10 Кл/(В м)ε −= ⋅ ⋅ . Таким чином, припускаючи від-
криті частини тріщин ненавантаженими, умови спряження та граничні умови мож-
на записати у вигляді (рис. 1): 
 1 1 1( ,0) 0, ( ,0) 0, ,x x x U= = ∈V t  (9) 
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 13 1 33 1

3 3 1 1 3 1 1

( , 0) 0, ( , 0) 0,
( , 0) ( , 0) , ( , 0) 0, ,a

x x
D u x x D x x M

σ σ
ε ϕ

± ±= =

= − = ∈
 (10) 

де  означає стрибок функції при переході через інтерфейс. 

 Загальний аналітичний розв’язок. Припустимо, що складові композита є 
матеріалами класу 6mm [3], поляризованими в напрямку осі 3x . Тоді для розгляду-
ваного навантаження має місце плоска деформація і матриця G  без других рядка і 
стовпця має таку структуру 

 
11 13 14

31 33 34

41 43 44

ig g g
g ig ig
g ig ig

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G , 

причому всі  ( ,  1,  3,  4)ijg i j =  є дійсними та визначаються електромеханічними 
константами п’єзоелектричного композита. 
 Комбінуючи рівняння (6) та (7), приходимо до наступної формули 

 (1) (1) (1)
33 1 4 3 1 1 13 1 1 1( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ) ( )j j j j jx m D x im x F x F xσ σ γ+ −+ + = + , (11) 

де 
 1 1 3 3 4 4( ) ( ) [ ( ) ( )]j j j jF z n W z i n W z n W z= + + , (12) 

а коефіцієнти , , ( , 1,3, 4)jl jl jm n j lγ =  залежать від електромеханічних властивос-
тей композита та для п’єзокераміки класу 6mm є дійсними. 

Припускаємо, що потік електричної індукції є постійна величина вздовж бе-
регів тріщин, тобто 
 3 1 3 1 1( ,0) ( ,0) ,D x D x D x M+ −= = ∈ . (13) 
 Використовуючи рівняння (11) та (13) разом з умовами (10) на берегах трі-
щин, маємо наступну задачу Рімана 

 1 1 4 1( ) ( ) ( 1,3,4),j j j jF x F x m D j x Mγ+ −+ = = ∈ . (14) 

Для отримання однорідної задачі Рімана введемо нову функцію 
 4( ) ( ) /(1 )j j j jz F z m D γΦ = − + . (15) 

Тоді рівняння (14) набуде такої форми: 

 1 1 1( ) ( ) 0 ( 1,3,4) ,j j jx x j x Mγ+ −Φ + Φ = = ∈  (16) 

 * *( ) ,j j ji
z iσ τ

→± ∞
Φ = −  (17) 

де * *
4 1[ ( )] /(1 ), /(1 )j j j j j jm d D mσ σ γ τ τ γ= + − + = − + . 

Розв’язок однорідної задачі Рімана (16) розшукуємо у формі [1] 

 1 2cos sin sin( )( )
sin( )sin( )sin( )

ji
j j

j
C z C z z bz

z bz b z b

ε
+ ⎡ ⎤+

Φ = ⎢ ⎥−− + ⎣ ⎦
. (18) 

 Тут ln /(2 )j jε γ π= .  
Крім того, з метою спрощення формул, тут і далі вважаємо h π= . Таке при-

пущення не порушує загальності розв’язку, оскільки воно може бути легко досяг-
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нуто шляхом відповідної заміни координати 1x .  
Поведінка функції ( )j zΦ  на нескінченності наступна 

 2 2
2 1 2 1( ) ( ) , ( ) ( )j jb b

j j j j j jz i z i
z C iC e z C iC eε ε−

→+ ∞ →− ∞
Φ = − Φ = + . (19) 

 Використовуючи формули (17) та (19), отримуємо систему лінійних  
алгебраїчних рівнянь для знаходження довільних дійсних сталих 1 jC  та 2 jC  і, 
розв’язуючи її, маємо: 
 * * * *

1 2sin(2 )( ), cos(2 )( )j j j j j j j jC i b i C i b iε σ τ ε σ τ= − − = − . 
Підставляючи отримані значення сталих 1 jC  та 2 jC  до рівняння (18) та про-

водячи елементарні перетворення, розв’язок однорідної задачі Рімана (16) набуває 
вигляду 

 ( )* * sin( 2 ) sin( )( )
sin( )sin( )sin( )

ji
j

j j j
z i b z bz i

z bz b z b

εε
σ τ

− ⎡ ⎤+
Φ = − ⎢ ⎥−− + ⎣ ⎦

. (20) 

 Використовуючи рівняння (12), приходимо до наступного виразу 

 ( )1 1 1 3 3 1 4 1 1 1( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ) ( )j j j j jn u x i n u x n x F x F xϕ + −′ ′ ′+ + = − . 

Оскільки 1 1 1( ) ( ) / ,j j jx x x Mγ− −Φ = −Φ ∈ , то 1 1 1( ) ( ) ( 1) / ( )j j j j jF x F x xγ γ+ − +− = + Φ  і 
формула для похідної стрибка переміщень набуває вигляду 

 

( )

( )

1 1 1 3 3 1 4 1

1* * 1
1

11 1

( ,0) ( ,0) ( ,0)

1 sin( 2 ) sin( ) , .
sin( )sin( )sin( )

j

j j j

i
j j

j j
j

n u x i n u x n x

x i b b xi i x M
b xb x b x

ε

ϕ

γ ε
σ τ

γ

′ ′ ′+ + =

+ − ⎡ ⎤+
= − − ∈⎢ ⎥−− + ⎣ ⎦

 (21) 

 Далі, проводячи перетворення останнього виразу з урахуванням малості 1ε  та 
того, що 4 0ε = , та використовуючи третє рівняння (10), приходимо до формули 
для визначення електричного потоку D  усередині тріщини 

 
* *

43 1 13 4
* *

44 1 14 4

( ) ( )
( ) ( )a

n D n DD
n D n D
σ σε
σ σ

−
=

−
, (22) 

яка може бути записана у формі 
 

1 2 3

* 2 * * 0D Dη η η+ + = , (23) 
де 
 * *

1 1 44 14 14 44 2 1 44 14 43 1 4 14 44 13, ( ) ( ),a am n m n s n m n s n m nη γ η ε γ ε= − = + − +  

 *
3 1 13 4 43 1( ).a n s n sη ε γ= −  

Використовуючи рівняння (11), (15) та (20) при 1j = , а також дійсну їх час-
тину при 4j = , приходимо до системи для визначення напружень та електричної 
індукції на ділянці 1x U∈  

 
( )

1

(1) (1) (1)
33 1 14 3 1 11 13 1

1 1 1
14 11 14

11 1

( ,0) ( ,0) ( ,0)

sin( 2 ) sin( )( ) ,
sin( )sin( )sin( )

i

x m D x im x

x i b x bm d D im m D
x bx b x b

ε

σ σ

εσ τ

+ + =

⎡ ⎤− +
= + − + +⎢ ⎥−− + ⎣ ⎦

 (24) 
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 ( )(1) (1) 1
33 1 44 3 1 44 44

1 1

sin( ,0) ( ,0) ( ) .
sin( )sin( )

xx m D x m d D m D
x b x b

σ σ+ = + − +
− +

(25) 

Коефіцієнти інтенсивності (КІ) введемо подібно до [8]: 

 
1

1

1 14 4 11 2

(1) (1) (1)
1 1 33 1 14 3 1 11 13 10

lim 2 ( )( ) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ,i

x b

K m K im K

x b x b x m D x im xεπ σ σ
→ +

+ + =

⎡ ⎤= − − + +⎣ ⎦
 (26) 

 
1

(1) (1)
1 44 4 1 33 1 44 3 10

lim 2 ( ) ( ,0) ( ,0) .
x b

K m K x b x m D xπ σ
→ +

⎡ ⎤+ = − +⎣ ⎦  (27) 

Використовуючи формули (24), (25) при 1 0x b→ + , отримуємо наступну  
систему, з якої можуть бути знайдені КІ 

 ( ) ( ) [ ] 11
1 14 4 11 2 14 11

sin 2
2 ( ) sin 2 ,

sin 2
ib i b

K m K im K m d D im b
b

εε
π σ τ

−
+ + = + − +  

 ( )1 44 4 44tan ( ) .K m K b m d Dπ σ+ = + −  
Розв’язуючи цю систему, маємо 

 
[ ]{ } ( )44 1 14 2 11 14 44

1
44 14

( ) sin ( )
2 ,

( ) sin 2

m m d D m m b m d D
K

m m b

σ τ σ
π

Ω + − +Ω − + −
=

−
 (28) 

 [ ]{ }2 1 11 2 14
11

1 2 ( ) ,
sin 2

K m m d D
m b

π τ σ= Ω −Ω + −  (29) 

 
( ) [ ]{ }44 1 14 2 11

4
44 14

sin ( ) ( )
2 .

( ) sin 2

b m d D m d D m
K

m m b

σ σ τ
π

+ − − Ω + − +Ω
=

−
 (30) 

де 

 1 1 1

2 1 1 1

sin cosh(2 )cos cos sinh(2 )sin ,
cos sinh(2 )cos sin cosh(2 )sin , ln(sin 2 ).

b b b b
b b b b b

ε ζ ε ζ
ε ζ ε ζ ζ ε

Ω = ⋅ + ⋅
Ω = ⋅ − ⋅ =

 

Результати розрахунків для п’єзоелектричного біматеріалу. Розглянемо 
вплив зовнішнього механічного та електричного навантаження при певних значен-
нях коефіцієнта електричної проникності на електричний потік усередині тріщин та 
КІ для періодичної системи тріщин, що розташовані на лінії поділу двох 
п’єзоелектричних матеріалів PZT- 4 та PZT-5 у випадку, коли довжина тріщин ста-
новить десяту частину періоду. Необхідно відзначити, що значення коефіцієнта 
електричної проникності rε  для повітря дорівнює 1, для силіконового мастила 2,5, 
для води 81. Значення rε , рівні 10-6 та 4000, можна вважати відповідаючими елект-
роізольованій та повністю електропроникній тріщині, відповідно. 
 У табл. 1, 2 наведено результати чисельних розрахунків для електричного 
потоку та КІ у випадку сильного механічного навантаження (σ = 10 МПа) та слаб-
кого електричного потоку, що діє в додатньому (d = 0,001 Кл/м2) та від’ємному 
(d = –0,001 Кл/м2) напрямках, відповідно. Для обох випадків механічний КІН К1 для 
різних значень коефіцієнта електропроникності змінюється несуттєво, в той час як 
зміна К2 більш істотна. Електричний же КІ К4 суттєво залежить від електропроник-
ності тріщин. Можна побачити, що для тріщин з великою електропроникністю виз-
начальний вклад у величину КІ К4 вносить механічне навантаження, тому значення 
К4 майже не відрізняються при зміні напрямку електричного потоку на проти-
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лежний; зі зменшенням електропроникності тріщин більш суттєвим стає вплив від-
даленого електричного потоку і для граничного значення електроізольованої трі-
щини значення КІ К4 майже рівні за модулем і протилежні за знаком. 

 
Таблиця 1 

rε  2(Кл/м )D  1 (МПа/ м )K  2 (МПа/ м )K  4 3/2
4 10 (Кл/м )K ⋅  

10-6 –5,72·10-9 7,05319 0,131331 7,05494 
1 –0,00130 7,05303 0,159217 16,2392 
2,5 –0,00154 7,05300 0,164234 17,8916 
81 –0,00175 7,05298 0,168734 19,3734 
4000 –0,00175 7,05298 0,168897 19,4272 

 
Таблиця 2 

rε  2(Кл/м )D  1 (МПа/ м )K  2 (МПа/ м)K  4 3/2
4 10 (Кл/м )K ⋅  

10-6 –1,53552·10-8 7,05343 0,0884938  –7,05317 
1 –0,00281801 7,05309 0,148851 12,8252 
2,5 –0,00329645 7,05303 0,159099 16,2002 
81 –0,00373743 7,05298 0,168544 19,3109 
4000 –0,00375374 7,05298 0,168893 19,4259 

 
 На рис.2 зображена залежність електричного КІ К4 від віддаленого електрич-
ного навантаження, що неперервно змінюється від –0,01 до 0,01 Кл/м2 для різних 
значень коефіцієнта відносної електричної проникності rε . Для повністю електро-
проникної тріщини К4 майже не змінюється, але зі зменшенням rε  вплив зовніш-
нього електричного навантаження стає більш суттєвим, оскільки менша електро-
провідність призводить до більшої електричної сингулярності в околі вершин трі-
щин завдяки більш вираженому екрануванню. При нульовому зовнішньому елект-
ричному навантаженні тільки для електроізольованої тріщини КІ К4 дорівнює нуле-
ві. Для інших же випадків механічне навантаження впливає на електричну сингу-
лярність, оскільки електрична індукція, перпендикулярна до берегів тріщини, не-
нульова. Для d = 0,0025 Кл/м2 усі криві перетинаються в одній точці, тобто при та-
кому навантаженні значення К4 співпадає як для електроізольованої та електропро-
никної тріщини, так і для тріщин будь-якої проміжної електропроникності. 

 

 
Рис. 2 
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 Для слабкого механічного навантаження (σ = 1000 Па) та сильного електрич-
ного потоку (d = 0,01 Кл/м2)  варіація електричного потоку та КІ наведена в табл. 3. 
Слід відзначити різке зростання величини КІ при значенні rε , близькому до нуля, 
що відповідає електроізольованій тріщині, пов’язане з сингулярністю полів напру-
жень в околі вершин тріщин та з сильним електричним навантаженням. 

Таблиця 3 
rε  2(Кл/м )D  1 (кПа/ м )K  2 (кПа/ м)K  4 3/2

4 10 (Кл/м )K ⋅  
10-6 3,21·10-8 –0,5039 214,2 70,5407 
1 0,00999 0,7052 0,0281 0,00564 
2,5 0,00999 0,7053 0,0204 0,00311 
81 0,00999 0,7053 0,0170 0,00197 
4000 0,00999 0,7053 0,0169 0,00194 

 
 Періодична система тріщин скінченої проникності в однорідному 
п’єзоелектричному матеріалі. Розглянемо тепер, як частковий випадок, періодич-
ну систему тріщин, розташовану в однорідному п’єзоелектрику. Рівняння (22) те-
пер є точним без будь-яких припущень, а вирази для напружень та електричної ін-
дукції на продовженні тріщини мають наступний вигляд: 

 (1) 1
33 1 1

1 1

sin( ,0) , ,
sin( )sin( )

xx x U
x b x b

σ σ= ∈
− +

 (31) 

 (1) 1
13 1 1

1 1

sin( ,0) , ,
sin( )sin( )

xx x U
x b x b

σ τ= ∈
− +

 (32) 

 (1) 1
3 1 1

1 1

sin( ,0) ( ) , .
sin( )sin( )

xD x d D D x U
x b x b

= − + ∈
− +

 (33) 

 Вводячи КІ наступними формулами: 
 

1 1

(1) (1)
1 1 33 1 2 1 13 10 0

lim 2 ( ) ( ,0), lim 2 ( ) ( ,0),
x b x b

K x b x K x b xπ σ π σ
→ + → +

= − = −  (34) 

 
1

(1)
4 1 3 10

lim 2 ( ) ( ,0),
x b

K x b D xπ
→ +

= −  (35) 

приходимо до таких їх значень: 
 1 2 4tan , tan , tan ( ).K b K b K b d Dπ σ π τ π= = = −  (36) 
 Слід відзначити, що при 1 0ε =  представлення (26), (27) співпадають з фор-
мулами (34), (35), а значення КІ, визначені у випадку біматеріалу формулами (28)-
(30), спрощуються до виразів (36). 
 Стрибок переміщень та електричного потенціалу виражається наступними 
формулами: 
 { }3 1 11 12 1 1( ,0) ( ) ( ), ,u x d D H x x Uϑ σ ϑ= + − ∈  (37) 

 1
1 1 11 11 1 1( ,0) ( ), ,u x m n H x x Uτ−= − ∈  (38) 

 { }1 21 22 1 1( ,0) ( ) ( ), .x d D H x x Uϕ ϑ σ ϑ= + − ∈  (39) 
де  

 ( ){ }1 1 1 1 13 44 14 43( ) ln cos sin( )sin( ) / cos , ,H x x b x x b b n n n n= + − + ∆ = −  

 44 14 14 44 44 14 13 43 44 13 14 43
11 12 21 22; ; ;n n m n m n n n m n m nϑ ϑ ϑ ϑ− − − −
= = = =

∆ ∆ ∆ ∆
. 
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 Згідно з формулами (31)-(33) асимптотична поведінка напружень та  
електричної індукції при 1 0x b→ +  має такий вигляд: 

 (1) (1) (1)
33 1 13 1 3 1

1 1 1

tan tan ( ) tan( ,0) , ( ,0) , ( ,0)
2( ) 2( ) 2( )

b b d D bx x D x
x b x b x b

σ τσ σ −
= = =

− − −
.(40) 

 Швидкість вивільнення енергії в точці 1x b=  введена згідно [3] 

 
(1)
33 1 3 1

1(1) (1)0
13 1 1 1 3 1 1

( ,0) ( ,0)1lim .
2 ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0)

b l

bl

x u x l
G dx

l x u x l D x x l

σ

σ ϕ

+∆

∆ →

⎧ ⎫− ∆ +⎪ ⎪= ⎨ ⎬∆ + −∆ + −∆⎪ ⎪⎩ ⎭
∫  

Підставляючи в останній вираз формули (37)-(40) та проводячи обчислення, 
маємо 

 2 2 211
11 12 21 22

11

tan ( ) ( ) ( ) .
4

b mG d D d D
n

π ϑ σ ϑ ϑ σ ϑ τ⎡ ⎤
= + + − + − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
  

Результати розрахунків. Розглянемо вплив зовнішнього механічного та  
електричного навантаження при різних значеннях коефіцієнта електричної проник-
ності на електричний потік усередині тріщин та на КІ. Вибрано п’єзоелектричний 
матеріал PZT- 4 і вважалося, що довжина тріщин становить десяту частину періоду. 
 У табл. 4, 5 наведено результати для електричного потоку всередині тріщини, 
електричного коефіцієнта інтенсивності К4 та швидкості вивільнення енергії G для 
випадку сильного механічного навантаження (σ = 10 МПа)  та слабкого електрич-
ного, що діє в додатньому (d = 0,001 Кл/м2)  та у від’ємному (d = –0,001 Кл/м2)  на-
прямках, відповідно.  

Таблиця 4 
rε  2(Кл/м )D  4 3/2

4 10 (Кл/м )K ⋅  (Н/м)G  
10-6 –6,00·10-9 7,05 524,191 
1 –0,00119 15,4 572,478 
2,5 –0,00137 16,7 574,462 
81 –0,00152 17,8 575,022 
4000 –0,00153 17,8 575,023 

 
Таблиця 5 

rε  2(Кл/м )D  4 3/2
4 10 (Кл/м )K ⋅  (Н/м)G  

10-6 –1,7879·10-8 –7,0538 303,787 
1 –0,00276356 12,4401 562,321 
2,5 –0,00316293 15,2572 572,136 
81 –0,00351383 17,7324 575,019 
4000 –0,00352648 17,8216 575,023 

 

У табл. 6 проаналізовано зміну електромеханічного стану тріщин у випадку 
дуже сильного електричного навантаження (d = 0,03 Кл/м2)  та помірного механіч-
ного (σ = 1 МПа). Особливо сильним вплив є при значеннях коефіцієнта відносної 
електропроникності, меншого за 1, тобто при заповненні тріщин речовиною з низь-
кою електропроникністю. 

Таблиця 6 
rε  2(Кл/м )D  4 3/2

4 10 (Кл/м )K ⋅  (Н/м)G  
10-6 3,38·10-8 211,6 –19291,7 
1 0,0265 24,67 –223,879 
2,5 0,0292 5,47 –0,2095 
81 0,0297 1,86 5,7476 
4000 0,0297 1,78 5,7502 
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 У табл. 7 та 8 наведені результати для електричного потоку, електричного КІ 
та швидкості вивільнення енергії при механічному та електричному навантаженні, 
в 10 більшому, ніж у табл. 4 та 5, відповідно. Тобто для табл. 7 σ = 100 МПа,  
d = 0,01 Кл/м2, а для табл. 8 σ = 100 МПа, d = –0,01 Кл/м2. У зв’язку з нелінійністю 
задачі пропорційна зміна КІ К4 та швидкості вивільнення енергії G спостерігається 
лише для граничних випадків електропроникних ( 4000rε = ) та електроізольова-
них ( 610rε

−= ) тріщин. 
Таблиця 7 

rε  2(Кл/м )D  4 3/2
4 10 (Кл/м )K ⋅  210 (Н/м)G −⋅  

10-6 –6,00·10-9 70,5 524,191 
1 –0,00417 99,9 548,159 
2,5 –0,00727 121,8 561,070 
81 –0,0147 174,4 574,959 
4000 –0,0153 178,2 575,023 

 
Таблиця 8 

rε  2(Кл/м )D  4 3/2
4 10 (Кл/м )K ⋅  210 (Н/м)G −⋅  

10-6 –1,7879·10-8 –70,5392 303,785 
1 –0,0107537 5,31622 443,977 
2,5 –0,0177109 54,3921 507,805 
81 –0,0340305 169,509 574,689 
4000 –0,0352412 178,049 575,022 

 
Вплив зміни зовнішнього навантаження на швидкість вивільнення енергії G 

при різних значеннях коефіцієнта відносної електричної проникності представлено 
на рис. 3а. Легко бачити, що при пропорційному зростанні електромеханічного на-
вантаження для тріщин скінченої проникності величина G змінюється непропор-
ційно, а ділянки пропорційної зміни починаються при наближенні до граничних 
значень коефіцієнта відносної електричної проникності.  

    
 а б 

Рис. 3 
 
 На рис. 3б представлені результати для швидкості вивільнення енергії G за 
зміни зовнішнього електричного навантаження при постійному механічному для 
різних значеннь коефіцієнта відносної електричної проникності. Найбільш різка 
зміна спостерігається для тріщин з низьким коефіцієнтом електричної проникності, 
в той час як для тріщин з високою електропроникністю вона є менш суттєвою. Для 
електроізольованої тріщини швидкість вивільнення енергії із-за сильної сингуляр-
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ності є негативною. У випадку обмеженої електропроникності при заповненні трі-
щин повітрям ( 1rε = ) сингулярність електричного поля є значно меншою і швид-
кість вивільнення енергії набуває додатніх значень. Слід зауважити, що один із  
наближених підходів, який базується на припущенні про електричну ізоляцію за-
повненої повітрям тріщини, приводить до протиріччя при використанні швидкості 
вивільненні енергії в якості критерію руйнування. Згідно з цим критерієм при ви-
користанні моделі електроізольованої тріщини руйнування відбуватися не буде, 
адже накопичується більше енергії, ніж вивільнюється. У протилежність цьому при 
зростанні тріщини з урахуванням проникності ( 1rε = ) відбувається вивільнення 
енергії. Необхідно відзначити, що зі збільшенням електричного навантаження неза-
лежно від його знаку відбувається зменшення швидкості вивільнення енергії, що 
вказує на його стримуючий внесок при руйнуванні матеріалів. 
 Висновки. Розглянуто задачу для періодичної системи тріщин скінченої  
електропроникності, розташованих на межі поділу двох п’єзоелектричних матері-
алів, а також в однорідному п’єзоелектричному просторі. Отримано аналітичні фо-
рмули для напружень та електричного потоку в матеріалі, а також механічні коефі-
цієнти інтенсивності напружень К1, К2 та електричний коефіцієнт інтенсивності К4, 
швидкість вивільнення енергії G. Числові розрахунки у випадку біматеріалу прове-
дені для пари PZT-4 та PZT-5, в однорідному матеріалі – для п’єзоелектрика PZT-4. 
Знайдено, що при слабкому електричному навантаженні результати близькі до тих, 
що отримані у випадку електропроникних тріщин. Установлено, що залежність 
електричного потоку через тріщину, коефіцієнтів інтенсивності та швидкості ви-
вільнення енергії при пропорційній зміні прикладеного електромеханічного наван-
таження є нелінійною. 
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УДК 539.3 
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КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ ЖОРСТКОГО ШТАМПА ТА 
ПЛАСТИНКИ З ОТВОРОМ ДОВІЛЬНОЇ ФОРМИ 

Розроблено чисельний алгоритм розв’язування контактних задач для отворів практично 
довільної форми, причому область контакту є наперед невідомою і може складатися з окремих 
ділянок. Для розв’язування задачі використано методи конформного відображення, інтеграль-
них рівнянь, механічних квадратур та квадратичного програмування. Проведено тестування 
даного алгоритму на задачах, які розв’язані в літературі іншими методами. Досліджено розподі-
ли контактних напружень під штампами різної форми в квадратному отворі. 

Ключові слова: контактнi напруження, конформне відображення, інтегральні рівняння, 
механічні квадратури, квадратичне програмування. 

Разработан численный алгоритм развязывания контактных задач для отверстий прак-
тически произвольной формы, причем область контакта является заранее неизвестной и может 
состоять из отдельных участков. Для развязывания задачи использованы методы конформного 
отображения, интегральных уравнений, механических квадратур и квадратичного программи-
рования. Проведено тестирование данного алгоритма на задачах, которые развязаны в литера-
туре другими методами. Исследовано распределения контактных напряжений под штампами 
разной формы в квадратном отверстии. 

Ключевые слова: контактные напряжения, конформное отображение, интегральные 
уравнения, механические квадратуры, квадратичное программирование. 

The numeral algorithm of within doing the contact sums for openings of practically free form is 
developed. The field of contact is beforehand unknown and can consist of some separate areas. The 
methods of conform reflection, integral equations, mechanical squares and quadratic programming are 
used. Testing of this algorithm is conducted on sums which are already worked out in literature. The 
divisions of contact tensions under different stamps in the square opening are investigated. 

Key words: contact tensions, conform reflection, integral equations, mechanical squares, quad-
ratic programming. 

Постановка задачі. Розглядається задача про контактну взаємодію жорстко-
го гладкого штампа з границею отвору довільної форми в пластинці. У літературі 
така задача достатньо повно вивчена, коли штамп є близький за розмірами до отво-
ру, який має кругову форму [1–4]. За останні роки контактні задачі почали розгля-
датися для областей іншої форми з використанням конформного відображення. 
При чому у відповідних функціях обмежувалися двома членами [5].  

У даній роботі запропоновано чисельний алгоритм розв’язування контактних 
задач, який ґрунтується на методах конформного відображення, інтегральних рів-
нянь, механічних квадратур та квадратичного програмування.  

Приймемо, що пластинка послаблена отвором, границя якого описується рів-
нянням ( ) 0g x, y = , а границя штампа до контактної взаємодії – рівнянням 
( ) 0f x, y = . Розглянемо випадок, коли штамп жорсткий і гладкий та відомий голов-

ний вектор зусиль P , що прикладені до штампа.  
Умови контакта. Для запису умови контакта врахуємо те, що після дефор-

мування граничні точки пластинки, що знаходяться в області контакта, будуть за-
довольняти рівнянню границі штампа з врахуванням його жорсткого зміщення. 
Звідси одержимо умову 

 ( ) ( )( ) 0f x u x, y D,y v x, y+ − + = , (1) 

                                                 
1© А.Ю. Коцюба, O.В. Максимович, 2009 
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де ( )u,v  – переміщення границі пластинки, які далі будемо вважати малими величина-
ми. Тут розглянуто випадок, коли штамп зміщується в напрямку осі Ох на відстань D . 
Лінеаризувавши (1), і долучивши рівняння границі отвору, одержимо умову контакта 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1f u f v f Dfα α α α α α+ = − +%% % , (2) 

де ( ) ( ) ( )( )1 2f f g ,gα α α=% , ( ) ( )( )1 1 2xf ( ) f g ,gα α α′= , ( ) ( )( )2 1 2yf ( ) f g ,gα α α′= ; 

( ) ( )( )1 2u( ) u g ,gα α α=% , ( ) ( )( )1 2v( ) v g ,gα α α=% . Тут рівняння границі отвору за-

писано у параметричному вигляді ( )1x g α= , ( )2y g α= , π α π− ≤ < . 
Побудова інтегральних рівнянь. Для запису інтегральних рівнянь побудуємо 

розв’язок допоміжної задачі теорії пружності для даної пластинки, яка знаходиться 
під дією зосередженої сили ( )X , Y , що прикладена до межі отвору в точці t . 

Позначимо потенціали Колосова-Мусхелішвілі для цієї задачі через ( )1 zϕ  і 

( )1 zψ . Будемо розглядати випадок, коли площина з вирізаним кругом одиничного 
радіуса у площині ζ  відображається на область, яку займає пластинка, функцією 

( )z ω ζ= , де 1 m
m

cc( ) a ...ω ζ ζ
ζ ζ

⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Тут 1 ma,c , ..., c  – задані комплексні кое-

фіцієнти, 1ζ ≥ . У результаті відображення точці t  у площині z буде відповідати 
точка γ  у площині ζ , тобто ( )t ω γ= .  

Використовуючи результати [2], маємо 

 ( ) ( ) ( )0 1U Sϕ ζ ζ ζ= − , ( ) ( ) ( ) ( )
( )0 1

'
( ) V S

'
ϕ ζ

ψ ζ ζ ζ ω ζ
ω ζ

= + − , (3) 

де ( ) ( ) ( )0 1U ln lnζ χ ζ γ χ ζ= −Ζ⎡ + − − ⎤⎣ ⎦ , ( ) ( ) ( )0 1V ln lnζ χ ζ γ ζ= Ζ⎡ + − − ⎤⎣ ⎦ , Ζ =  

( )2 1
X iY
π χ

+
=

+
; 3 4χ ν= −  для плоскої деформації та 3

1
νχ
ν
−

=
+

 для узагальненого 

плоского напруженого стану, ν  – коефіцієнт Пуассона, ( ) 2
1 2S S S ...ζ ζ ζ= + + +  

1
1

m
mS ζ −
−+ , 1 2 1mS ,S , ..., S −  – невідомі комплексні сталі, ( ) ( )( )1ϕ ζ ϕ ω ζ= , ( )ψ ζ =  

( )( )1ψ ω ζ= , ( ) d'
d
ϕϕ ζ
ζ

= . 

Безпосередньою перевіркою можна переконатися, що комплексні потенціали 
(3) мають задані особливості в точці γ  (які відповідають зосередженій силі на межі 
отвору), враховують логарифмічні особливості для потенціалів при ζ →∞  
( ( ) ~ lnϕ ζ ζ−Ζ , ( ) ~ lnψ ζ χ ζΖ ) та задовольняють умові відсутності напружень на 

межі отвору, тобто ( ) ( )
( )

( ) ( )' const
'

ω σ
ϕ σ ϕ σ ψ σ

ω σ
+ + =  при 1σ = . 

Для випадку кругового отвору отримані формули (3) збігаються із наведени-
ми в [2] потенціалами при 0S = . 
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Виділимо у функції ( )ψ ζ  складові, які зростають на нескінченності. Для 
цього використаємо розклад у ряд Лорана [2] 

( )
( )

1 1
0 1

1 m
m

/ b bb b ... b ...
ω ζ

ζ ζ
ω ζ ζ ζ

− −= + + + + +
′

. 

Звідси маємо 

 ( )
( ) ( ) ( )1 /

w B
ω ζ

ζ ζ
ω ζ

= +
′

, (4) 

де ( ) 0 1
m

mB b b ... bζ ζ ζ= + + + , а ( ) 0w ζ →  при ζ →∞ . 

Тоді з (3), враховуючи співвідношення (4), випливає, що функцію ( )ψ ζ  мо-
жна подати у вигляді 
 ( ) ( ) ( )A Bψ ζ ψ ζ ψ ζ= + , 

де ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1A

B
V w ' P

γ
ψ ζ ζ ζ ϕ ζ χ

ζ γ
= − + +

−
, ( ) ( ) ( ) ( ) 1

B A S B Sψ ζ ζ ζ ζ
ζ

′⎛ ⎞⎛ ⎞
= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
, 

( ) ( ) ( ) ( )1
B B B

A( ) P
ζ γ ζ

ζ χ χ
ζ γ ζ

⎡ − ⎤
= + −⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

Тут ( )Aψ ζ  – функція, яка не має додаткових особливостей на нескінченнос-
ті, а функція ( )Bψ ζ  містить поліноміально зростаючу функцію ( )A ζ . 

Розкладемо функцію Bψ  у ряд Лорана. Вимагаючи, щоби коефіцієнти в цьо-
му розкладі при додатних ступенях ζ  були нульовими, отримуємо систему рівнянь 
для визначення сталих 1 2 1mS ,S , ..., S −  [2] 

 2 1 1j j m m j jS b S ... b S PA∗ ∗
+ − −− + + + = , 1 1j , ..., m= − , 

де jA  – коефіцієнти поліному ( )
1

0

m
j

j
j

A Aζ ζ
−

=
= ∑ . При цьому коефіцієнти jA  можна 

зобразити у вигляді 
 1j j jA a bχ += − , 1j ≥ , 

де ja  визначаються за рекурентними формулами ( ) 0
0

B b
a

γ
γ
−

= , 1j j
j

a b
a

γ
− −

= , 

1 2j ,...,m= − ; 1m ma b− = . 
Позначимо вектор контактних напружень через ( )n nX ,Y . Тоді функція Мус-

хелішвілі Pϕ  для пластинки, що перебуває під дією штампа на основі (3) набуде 
вигляду  

 ( ) ( ) ( ) ( )1
2 1P n n n n

Mn Mn
X iY ln ln ds , ,X ,Y dsχϕ ζ γ ζ ζ ϕ ζ γ

π χ ∆
⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟= − + − − +⎢ ⎥⎜ ⎟+⎣ ⎦⎝ ⎠
∫ ∫ . (5) 
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де ( )1Cϕ ζ∆ = − ; nM  – область контакту, ds  – дугова координата. Зазначимо, що 
ϕ∆  є лінійною функцією відносно змінних n nX ,Y . Враховуючи, що ( )ln γ ζ− =  

2
02 2

i при ,
ln sin i

при ;
π ξ αξ α α ξ

ξ α
<− ⎧+

= + + ⎨ ≥⎩
 формула (5) перепишеться  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

11 2
2 2 4 1 2

s

P n n n n
Mn

i P iX iY ln sin ds X iY ds
ξ α χ α

ϕ ζ
π π χ

⎛ ⎞− −
= − + + − + +⎜ ⎟ +⎝ ⎠

∫ ∫  

( )n n
Mn

, ,X , Y ds constϕ ζ γ∆+ +∫ , 

де ie ξ γ= , ie α ζ= . 
Для визначення переміщень граничних точок отвору в нескінченній пластин-

ці використаємо формулу [2]  

( ) ( ) ( ) ( )
0

2 1
s

P n nG u iv i X iY ds constχ ϕ ζ+ = + + + +∫ . 

Звідси отримаємо 

( ) ( ) ( )112 2
2 2 4n n

Mn

i P
G u iv X iY ln sin ds

ξ α χ αχ
π π

⎛ ⎞− −+
+ = − + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

( ) ( ) ( )
0

1 1
2

s

n n n n
Mn

i X iY ds , ,X , Y ds constχ χ ϕ ζ γ∆
−

− + + + +∫ ∫ .  (6) 

Позначимо нормальні напруження під штампом через σ . Тоді враховуючи, 
що ( )n nX iY ds i dtσ+ = з (6) отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

11 12 2
2 2 4 2

nM

i P
G u iv ln sin d i d

αξ α χ αχ χσ ξ γω γ ξ σ ξ γω γ ξ
π π

⎛ ⎞− −+ −′ ′+ = + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1
Mn

, ,Re ,Im d constχ σ ξ ϕ ζ γ γω γ γω γ ξ∆ ′ ′− + +∫ . (7) 

Підставивши співвідношення (7) в умову (2) отримаємо інтегральне рівняння для 
знаходження ( )σ ξ  у вигляді  

 ( ) ( ) ( ) ( )1
L

J , d Df fσ ξ α ξ ξ α α− = −∫ % , (8)  

де L  – сукупність відрізків, вздовж яких відбувається контакт; ( )J ,α ξ , ( )1f α  і 

( )f α%  – відомі функції (тут рівняння отвору задається параметрично у вигляді: 

( ) ( )( )1g Reα ω ζ= , ( ) ( )( )2g Imα ω ζ= ). Для знаходження невідомої D , що  
входить до рівняння (8), додатково використовуємо умову рівноваги штампа, яка 
запишеться у вигляді 

 ( ) ( )
Mn

Re d Pσ ξ γω γ ξ
⎛ ⎞

′⎜ ⎟− =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ . 
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Визначення контактних напружень з цих рівнянь є досить складною задачею. 
Це пов’язано з тим, що може мати місце контакт на кількох ділянках, знаходження 
меж яких зводиться до відшукання розв’язків системи нелінійних рівнянь. 
Розв’язування цієї задачі в роботі проведено чисельно. Для цього введемо в розгляд 
деяку область [ ]A,B , яка вміщує всі ділянки контакту. Покладемо в ній ( ) 0σ α =  
при Lα ∉ . Тоді одержимо альтернативну систему рівнянь-нерівностей 

 

( )

( )

1

1

0

0

B

A
B

A

( )J , d Df ( ) f ( ), якщо ( ) ,

( )J , d Df ( ) f ( ), якщо ( ) .

σ ξ α ξ ξ α α σ α

σ ξ α ξ ξ α α σ α

⎧
− = − <⎪

⎪⎪
⎨
⎪

− ≤ − =⎪
⎪⎩

∫

∫

%

%

 (9) 

Зазначимо, що спосіб зведення контактних задач з наперед невідомою облас-
тю контакту до системи інтегральних рівнянь-нерівностей (9) наведено в [6]. 

Чисельний алгоритм розв’язування задачі. Функція ( )J ,α ξ  має логариф-
мічні особливості. Тому для побудови квадратурних формул використаємо відомий 
в літературі підхід. Гладку функцію ( )σ ξ  опишемо лінійними, кусково-
неперервними функціями  

 ( ) ( )n h n
n

Sσ ξ σ ξ α= −∑ , (10) 

де 
1

0
h

, при h;
S ( ) h

, при h,

α
α

α
α

⎧
− ≤⎪= ⎨

⎪ >⎩

 ( )n nσ σ α= , 1 2 N, ,...,α α α  – вузлові точки, що по-

кривають область [ ]A,B , причому 1j j hα α+ = + , h  – крок розбиття. Підставивши 
(10) до інтеграла 

 ( ) ( ) ( )
B

A
I J , dα σ ξ α ξ ξ= ∫ , 

отримаємо квадратурну формулу  

 ( )
1

N
,n n

n
I Aν να σ

=
= ∑ , 0,Nν = ;  (11) 

де ( ) ( )
h

,n h n
h

A S t J , t dtν να α
−

= +∫ . 

На основі формул (11) система рівнянь і нерівностей (9) запишеться у вигляді 

 

1

1
1

1

0

0

0

N
,n n

n
N

,n n
n

A F при ,

A F при ;

,N;

ν ν ν

ν ν ν

σ σ

σ σ

ν

+

=
+

=

⎧
= <⎪

⎪
⎪
⎪ ≤ =⎨
⎪
⎪ =⎪
⎪⎩

∑

∑  (12) 
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де ( )1 1,NA fν να+ = − ; ( )F fν να= − % . Тут позначено 1N Dσ + = .  
Далі система (12) зводиться до задачі квадратичного програмування, а саме 

до задачі мінімізації величини  

 ( )
1 1

0 0

N N
,n n

n
A Fν ν ν

ν
σ σ

+ +

= =

⎛ ⎞
Υ = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  (13) 

за умов [1]. 
Зауважимо, що для випадку півпростору в [6] задача визначення контактних 

напружень зводиться до мінімізації величини аналогічної (13) іншим способом, 
який ґрунтується на основі мінімізації пружної енергії тіла.  

Область контакту за допомогою вищенаведеного алгоритму знаходиться без-
посередньо – шляхом об’єднання ділянок, в яких знайдені напруження 0nσ < . 

Тестування алгоритму. З метою тестування даного алгоритму розглянемо 
задачу, про втискання жорсткого кругового штампа в тіло з круговим отвором, ко-
ли розміри штампа близькі до розмірів отвору. При розрахунках покладали 
( ) Rω ζ ζ= , 3 4χ ν= −  при 0 3.ν =  (випадок плоскої деформації), радіус штампа 

рівний R ε−  при 0 001R .ε = , 421N = . Розподіл знайдених відносних контактних 

напружень ( ) ( )
2

p
G

σ ξ
ξ =  при значеннях величин i

i
PP
Eε

−
=% , 1 7i ,= , наведених у таб-

лиці 1 зображено на рис. 1 кривими 1-7 відповідно 
Таблиця 1 

 1 2 3 4 5 6 7 

P
Eε

−  0.02582 0.1063 0.2587 0.5261 1.0148 2.0409 5.1259 
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Як видно з рис. 1 при вибраних значеннях величин iP%  розраховані кути області 

контакта рівні 
18

iπ  при 1 7i ,= . Такі ж значення кутів областей контакта знайдені в 

[3] за допомогою іншого підходу. Звідси видно, що запропонований алгоритм до-
зволяє розв’язувати контактні задачі з достатньо високою для практики точністю. 

Розрахунок контактних напружень для випадку штампа еліптичної  
форми в квадратному отворі. Розглянемо далі пружну нескінченну пластинку по-
слаблену квадратним отвором з півстороною a , з центром у початку координат і 
сторонами паралельними координатним осям. Знайдемо розподіли контактних на-
пружень для випадку, коли штамп має еліптичну форму, тобто задається рівнянням 

 ( )2 2
0

2 2 1
x y

x x y
R R

−
+ = , (14) 

де xR , yR  – півосі еліпса; 0x  – зміщення еліпса. Результати розрахунків контакт-
них напружень на границі отвору в пластинці наведено на рис. 2. При розрахунках 
покладалося, що відображаюча функція ( )z ω ζ=  містить 19 членів; 0 25.ν = , 

321N =  і 0 001
2

PQ .
Ga
−

= =  (де a  – це півсторона квадрата). Результати розрахунків 

безрозмірних контактних напружень 
2

p
G
σ

=  при 0 95yR . a= , 0 05x iR . ia= , 1 4i ,=  

зображено на рис. 2.  

 
Рис. 2 

p

)a )б
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З рис 2. видно, що при однакових зусиллях максимальні контактні напружен-
ня практично лінійно залежать від довжини півосі xR , а величина області контакта 
при цьому змінюються нелінійно. 

Розрахунок контактних напружень для випадку круглого штампа  
в квадратному отворі. Розглянуто випадок коли в (14) x yR R a= = , 0 0x = , тобто 

коли в квадратний отвір втискається штамп кругової форми діаметр, якого рівний 
стороні квадрату. Кількість членів відображаючої функції, пружні характеристики 
та кількість вузлових точок тут беруться такими ж як і у попередньому прикладі, 
відносне значення повної сили приймалось рівним 0 0005iQ . i= , 1 4i ,= . Результати 
розрахунку зображено на рис. 3. Кривим 1 – 4 на рис. 3, а) та кривим 1’– 4’ на 
рис. 3, б) відповідають відносні контактні напруження p  при відповідному значен-
ні головного вектора сили iQ . 

 
Рис. 3 

 

На рис. 3. а) кривими 1, …, 4 зображено контактні напруження на стороні 
x a= . Аналогічно, на рис. 3. б) кривими 1’, …, 4’ зображено контактні напруження 
на бічній стороні y a=  (на іншій бічній стороні розподіл контактних напружень 
симетричний). Як видно з графіків, у даному випадку, область контакта складається 
з трьох ділянок: однієї центральної та двох на бічних сторонах отвору. Причому 
максимальні значення напружень на останніх двох ділянках контакта зміщуються в 
напрямку дії штампа. Зазначимо, що при розглянутих значеннях головного вектора 
сил, відношення максимальних тисків у центральній області контакта та на бічних 
ділянках є практично сталою величиною і є близькою до 3,5. 

,α °

p

)a

)б

)в

p

,α °

y
H

x
H



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

82 

Висновки. Розроблено числовий алгоритм дослідження контактних напружень 
на границі отвору практично довільної форми під будь-яким жорстким штампом. 
Цей алгоритм ґрунтується на методах конформного відображення, інтегральних рів-
нянь, механічних квадратур та квадратичного програмування. За допомогою порів-
няння отриманих результатів з відомими в літературі даними [3] показано ефектив-
ність та точність алгоритму. Проведено дослідження контактних напружень у плас-
тинці з квадратним отвором для випадку, коли штамп має еліптичну форму з різним 
відношенням півосей. Установлено, що при дії кругового штампа, діаметр, якого збі-
гається зі сторонами квадрата, контакт має місце на трьох ділянках. При цьому пока-
зано, що максимальні напруження на бічних сторонах отвору приблизно в 3.5 менші, 
ніж відповідні максимальні напруження в центральній області контакта.  
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УДК 539.3 

О.В. Литвин, В.Г. Попов© 
Одеська національна морська академія 

ВИЗНАЧЕННЯ ХВИЛЬОВИХ ПОЛІВ ПРИ ДИФРАКЦІЇ  
ПЛОСКИХ ХВИЛЬ ТОНКИМ ПРУЖНИМ ВКЛЮЧЕННЯМ 

Досліджується поле хвиль, розсіяних тонким смуговим включенням у матриці, що 
знаходиться в умовах плоскої деформації. Включення може бути повністю зчепленим з 
матрицею або знаходитись в умовах гладкого контакту з нею. З огляду на малу товщину 
включення граничні умови на ньому формулюються на його серединній площині, а 
переміщення визначаються з  рівнянь теорії пружних пластин Кірхгоффа-Лява. Для визначення 
переміщень і напружень розсіяного поля використані розривні розв’язки рівнянь Ламе. 
Отримані формули для повних поперечних перерізів розсіювання з метою дослідження 
розсіяного включенням хвильового поля. 

Ключові слова: пружне включення, плоскі гармонічні хвилі, плоска деформація, поле 
розсіяних хвиль, розривний розв’язок, повні поперечні перерізи розсіювання. 

Исследуется поле волн, рассеянных тонким полосовым включением в матрице, которая 
находится в условиях плоской деформации. Включение может быть полностью сцепленным с 
матрицей или находится в условиях гладкого контакта с ней. Ввиду малой толщины включения 
граничные условия на нем формулируются на его срединной плоскости, а перемещения 
находятся из уравнений теории упругих пластин Кирхгоффа-Лява. Для определения 
перемещений и напряжений рассеянного поля использованы разрывные решения уравнений 
Ламе. Получены формулы для полных поперечных сечений рассеивания с целью исследования 
рассеянного включением волнового поля. 

Ключевые слова: упругое включение, плоские гармонические волны, плоская деформация, 
поле рассеянных волн, разрывное решение, полные поперечные сечения рассеивания. 

The wave field which is diffracted by the thin strip inclusion in the matrix which is in the 
conditions of plane strain is analyzed in the article. The inclusion can be both fully coupled with the 
medium and by the conditions of the smooth contact. Boundary conditions are formulated for the 
middle plane of the inclusion in view of a small thickness of the inclusion and displacements are defined 
from the Kirkhgoff-Lyav equations of theory of the elastic plates. The discontinuous solutions of the 
Lame equation are used for the definition of the displacements and stresses of the scattered field. The 
formulae for the full transverse sections for the purpose of researching of the diffracted wave field by 
the inclusion are obtained. 

Key words: elastic inclusion, plane harmonic waves, plane deformation, the diffracted field, 
discontinuous solution, the full transverse sections of the diffracted. 

Вступ. Актуальною для вдосконалення засобів неруйнівного контролю та 
дефектоскопії є проблема дистанційного визначення геометричних та механічних 
параметрів тонкостінних неоднорідностей, зокрема включень, в ізотропному 
пружному середовищі. Оскільки інформація про властивості включення міститься в 
характеристиках розсіяних полів, то важливе значення мають алгоритми 
розв’язання задач з їх дослідження. В роботі досліджуються переміщення та 
напруження хвильового поля, розсіяного тонким пружним включенням, за 
допомогою так званих повних поперечних перерізів розсіювання (ПППР). 

Постановка задачі. Нехай необмежене пружне тіло (матриця), що 
знаходиться в умовах плоскої деформації, містить пружне включення у вигляді 
пластини товщини h . У площині xOy  включення займає область x a≤ , 

2 2h y h− ≤ ≤ . На включенні відбувається дифракція поздовжніх хвиль або хвиль 
поперечного зсуву, заданих своїми потенціалами [ ]2  

( ) ( ) 1
0 1 1

−=x; y Ae x; yϕ κ , ( ) ( ) 1
0 2 2

−=x; y Ae x; yψ κ ,                       (1) 
                                                           
© О.В. Литвин, В.Г. Попов, 2009 
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де 2 2 2−=j jcκ ω , ( ) ( )0 0= +j je x; y exp i xcos y sinκ θ θ  ( )1 2=j , , ( )2 1
1 1 1 12 −= +c λ µ ρ , 

12
2 1 1

−=c µ ρ , 1λ , 1µ , 1ρ  – сталі Ламе та густина матриці, ω  – частота коливань,  

0θ  – кут між додатним напрямком осі Ox  та напрямком розповсюдження хвиль. 
Усі співвідношення, як і наступні, записані для амплітудних значень. Залежність 
від часу визначається множником −i te ω , який тут і далі опускається. 

Здійснено подання переміщень та напружень у матриці у вигляді  
1 0= +v v v , 1 0= +u u u , 1 0= +x x xσ σ σ , 1 0= +xy xy xyτ τ τ , 1 0= +y y yσ σ σ .  (2) 

Перші доданки в (2) пов’язанні з розсіяними від включення хвилями, другі – з 
хвилями, що падають на включення. 

Переміщення розсіяних хвиль визначаються з рівнянь Ламе, які у випадку  
гармонічних коливань в умовах плоскої деформації мають вигляд: 

( ) 2
1 1 1 1 1 1 1+ + = −U grad divU Uµ ∆ λ µ ρ ω , ( )1 1

1 =
T

U u ( x, y ),v ( x, y ) .      (3) 

При формулюванні умов взаємодії включення з матрицею будемо вважати 
включення настільки тонким, що граничні умови на його сторонах можна 
сформулювати відносно його серединної площини. Нехай обидві сторони 
включення повністю зчеплені з матрицею. Тоді на його серединній площині 
терплять розрив напруження, стрибки яких позначені: 

( ) ( ) ( )1 1
10 0+ − − =y yx, x, xσ σ χ , ( ) ( ) ( )1 1

20 0+ − − =xy xyx; x; xτ τ χ , − ≤ ≤a x a .     (4) 

Крім того, з умов повного зчеплення випливають рівності: 

( ) ( )1 0
00 0± = −v x, v x v ( x, ) , ( ) ( )1 0 0

00 0
2

± = − −
dvhu x; u x u ( x, )
dx

, − ≤ ≤a x a ,   (5) 

де 1
xyτ , 1

yσ –дотичні та нормальні напруження відбитих хвиль, 0u ( x ) , 0v ( x ) –
амплітуди відповідно зсувних уздовж осі Ox  та згинальних коливань серединної 
площини включення. 

Якщо на обох сторонах включення виконуються умови гладкого контакту з 
матрицею, тоді на включенні терплять розрив напруження 1

yσ  та переміщення 1u , 
стрибки яких позначені 

1 1
10 0+ − − =y y( x; ) ( x; ) ( x )σ σ χ , 

1 1
40 0+ − − =u ( x; ) u ( x; ) ( x )χ , − ≤ ≤a x a , 4 0± =( a )χ .                   (6) 

Також з умови гладкого контакту випливає 
( ) ( )1 0

00 0± = −v x, v x v ( x, ) , − ≤ ≤a x a , ( )1 00 0± = −xy xy( x; ) x,τ τ .            .(7) 
Переміщення серединної площини включення, що ввійшли до граничних 

умов (5) та (7), визначаються з відповідних рівнянь теорії пружних пластин [ ]6 , які 
за плоскої деформації мають вигляд: 

( ) ( ) ( )2
0 02 0 2 02
″ + = −u x k u x x D h ,χ                                   (8) 

2 2
02 0 02=k Dω ρ , ( )2

02 0 01= −D E ν , − < <a x a , 

( ) ( ) ( )2
0 01 0 1 01− = −IVv x k v x x Dχ ,                                  (9) 

2 2
01 0 01=k h Dρ ω , ( )3 2

01 0 012 1= −D E h ν , − < <a x a , 

де 0ρ , 0E , 0ν  – відповідно густина, модуль Юнга та коефіцієнт Пуассона включення. 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

85 

При завданні граничних умов для рівнянь (5) та (7) вважатимемо вплив 
матриці на бічні кромки включення = ±x a  нехтувало малим. Унаслідок цього на 
них виконані умови вільного краю: 

( ) ( )0
02 0
∂ ±

± = − =
∂

u a
N a D

x
, ( ) ( )2

0
01 2

0± ∂ ±
± = − =

∂
v a

M a D ,
x

 

( ) ( )3
0

01 3
0± ∂ ±

± = − =
∂

v a
Q a D

x
.                                          (10) 

В останніх рівностях N , Q  – нормальні і поперечні сили, M  – згинальний момент 
на кромках включення. 

Розв’язання задачі. Оскільки переміщення і напруження, викликані хвилею, 
відбитою від включення, мають розриви на серединній площині включення, то їх 
доцільно подати за допомогою рівнянь (3). Таке подання має вигляд [ ]7 : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 44
1 41 2 42 4

− − −

∂′= − + − − −
∂∫ ∫ ∫

a a a *

a a a

Gu x; y G x,y d G x; y d ( ) ( x; y )dχ η η η χ η η η χ η η η
η

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 34
1 31 2 32 4

− − −

∂′= − + − − −
∂∫ ∫ ∫

a a a *

a a a

Gv x; y G x; y d G x,y d ( ) ( x; y )dχ η η η χ η η η χ η η η
η

( ) ( ) ( ) ( )1 14
1 11 2 12 4

− − −

∂′= − + − − −
∂∫ ∫ ∫

a a a *

y
a a a

G( x, y ) G x; y d G x,y d ( ) ( x; y )dσ χ η η η χ η η η χ η η η
η

( ) ( ) ( ) ( )1 24
1 21 2 22 4

− − −

∂′= − + − − −
∂∫ ∫ ∫

a a a *

xy
a a a

G( x, y ) G x; y d G x, y d ( ) ( x; y )dτ χ η η η χ η η η χ η η η
η

2 2 2
1 1 1 1

1 12 2 2
2 2

−

⎡ ⎤∂ ∂∂
= + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∫
a

x
a

r r( x, y ) ( ) r d
y y x

κσ χ η η
ξ

 

2 2 2 2 2 2
21 1 1 4 1 1

2 1 1 2 22 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2
− −

′ ⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞
+ + − + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫
a a

a a

r r ( ) r( ) r d r r d
x y y y y x

κ χ η κχ η η µ κ η
ξ κ ξ

4
4 1 4∂ −

= − =
∂

*
i

i

G ( x, y ) G ( x, y ),i ;η
η

η
.                               (11) 

У випадку включення в умовах гладкого контакту в поданнях (11) слід  
покласти ( )2 0≡xχ , а для повністю зчепленого включення – ( )4 0≡xχ . Ядра  
інтегральних операторів в (11) визначені у [ ]7 . 

Розв’язки одновимірних крайових задач (8), (9), (10) знаходяться за 
формулами: 

( ) ( ) ( )
1

0
2 2

12 −

= − ∫
mu G , dζ ϕ τ τ ζ τ
ε

, ( ) ( ) ( )
1

0 1 1
1−

= − ∫v G , dζ γ ϕ τ τ ζ τ ,                (12) 

( ) ( )1 1 1= aϕ ζ χ ζ µ , 2 2=( ) ( a ) aϕ ζ χ ζ , 4 4
′ ′=( ) ( a )ϕ ζ χ ζ , 1−= a xζ , 0 0 0=m e µ , 

3
0 03 2= mγ ε , 2= h aε , 0 2= aκ κ , ( ) ( )2

0 0 11 2 1= − +µ ν ν ; 0 1 0=e E E , 1 0=ρ ρ ρ . 
Тут 1G ( , )τ ζ , 2G ( , )τ ζ  – функції Гріна відповідних крайових задач [4; 5]. 

Таким чином, формули (11), (12) визначатимуть переміщення в матриці і 
включенні за умови, що відомі стрибки (4), (6). Для визначення цих стрибків з  
граничних умов отримані системи інтегральних рівнянь. Отримання цих систем  
докладно виведено у [4; 5]. Означена система інтегральних рівнянь для повністю 
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зчепленого включення знаходиться при задовольнянні умов (5): 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1 0 1 1
1

1 1 2
2 2−

+⎧ ⎫
− + − + =⎨ ⎬

⎩ ⎭∫ ln F G , d fξϕ τ τ ζ τ ζ πγ τ ζ τ ζ
π

, 

( ) ( )
1

1 0 1
1

1 2
2 −

⎧ ⎫∂
− +⎨ ⎬∂⎩ ⎭

∫ G , dϕ τ πγ τ ζ τ
π ζ

 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

0
2 2 2 2

1

1 1
2 2−

+⎧ ⎫
+ − + − + =⎨ ⎬

⎩ ⎭∫
mln F G , d fπξϕ τ τ ζ τ ζ τ ζ τ ζ

π ε
,        (13) 

( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 0 0= − ⎡ − ⎤⎣ ⎦f i sin exp i cos cos exp i cosζ α θ κ ξζ θ β θ κ ζ θ , 

( ) ( ) ( )2 0 0 0 0 0 0= − ⎡ + ⎤⎣ ⎦f i cos exp i cos sin exp i cosζ α θ κ ξζ θ β θ κ ζ θ . 

Функції ( )1 −F τ ζ , ( )2 −F τ ζ  неперервні при 1 1− ≤ ≤,τ ζ . Формули для них не 
наводяться з огляду на надзвичайно великий об’єм. 

Якщо включення знаходиться в умовах гладкого контакту, тоді система 
рівнянь знаходиться  при задовільненні умов (7): 

( ) ( ) ( )
1 2

1 21 0 1
1

1 1
2 2−

+⎧ ⎫
− + − + +⎨ ⎬

⎩ ⎭∫ ln G , dξϕ τ τ ζ Γ τ ζ γ τ ζ τ
π

 

( ) ( ){ }
1

2
4 22 1

1

1
2 −

′+ − + − =∫ ln d f ( )ϕ τ ξ τ ζ Γ τ ζ τ ζ
π

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 12

1 11 4 12 2
1 1

2 11 1
2 2− −

⎧ ⎫−⎧ ⎫ ⎪ ⎪′− + − + + − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬− −⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫d d f

ξξϕ τ Γ τ ζ τ ϕ τ Γ τ ζ τ ζ
π τ ζ π τ ζ

( )
1

4
1

1 0
2 −

′ =∫ dϕ τ τ
π

.                                             (14) 

Для побудови наближеного розв’язку системи інтегральних рівнянь (13) та 
(14) невідомі функції представлені у вигляді [ ]1 : 

( ) ( )1
1 21

=
−

ψ τ
ϕ τ

τ
, ( ) ( )2

2 21
=

−

ψ τ
ϕ τ

τ
, ( ) ( )4

4 21
′ =

−

ψ τ
ϕ τ

τ
.               (15) 

Далі інтегральні рівняння заміняться системою лінійних алгебраїчних рівнянь 
відносно невідомих значень функцій у вузлах інтерполяції [4; 5]:  

( )=mj j mψ ψ τ , 1 2 4=j ; ; , 

де ( )nT τ  – многочлен Чебишева 2-го роду, ( )( )2 1 2 1m cos m n , m ,nτ π= − =  – корені 

полінома. Після розв’язання системи функції ( )iψ τ  наближаються інтерполяційни-
ми многочленами: 

( ) ( )
( )( )1=

= ′ −
∑

n
n

j mj
m

n m m

T

T

τ
ψ τ ψ

τ τ τ
, 1 2 4=j ; ; . 

Перейдемо до визначення наближених значень повних поперечних перерізів 
розсіювання (ПППР). В умовах плоскої деформації ПППР ( )kQ ω  за означенням [3; 
8] є відношенням усередненої швидкості поширення енергії розсіяної хвилі 1

k t
Q  
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через циліндричну поверхню одиничної висоти, що містить включення, до 
середньої за періодом кількості енергії падаючої хвилі 0

t
I , що проходе через 

одиничну площадку, перпендикулярну до напрямку розповсюдження падаючої 
хвилі, тобто 

1 0=k k t t
Q ( ) Q Iω , 1 2=k ; .                                    (16) 

Тут 1=k  відповідає випадку розсіяної від включення поздовжньої хвилі, а 2=k  – 
поперечної хвилі. 

Оскільки розсіяне хвильове поле визначається суперпозицією поздовжніх і 
поперечних хвиль, то переміщення та напруження, які викликані цими хвилями, 
необхідно записати у вигляді: 

1 11 12= +v v v ,  1 11 12= +u u u ,  1 11 12= +x x xσ σ σ ,  1 11 12= +xy xy xyτ τ τ ,  1 11 12= +y y yσ σ σ . 

Перші доданки переміщень та напружень пов’язані з розсіянням поздовжньої хвилі, 
а другі – поперечної хвилі. 

Якщо ввести одиничний вектор нормалі 0
0 0=n (cos ,sin )θ θ  до фронту 

падаючої хвилі [ ]8 , то середня за період кількість енергії 0

t
I  в умовах плоскої 

деформації має вигляд 

( )( ) ( )( ){ }0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 02 x xy y xyt

I cos Im u v sin Im u vω θ σ τ θ σ τ= + + + + + . 

Залежно від типу хвиль, які розповсюджуються в матриці, вона дорівнює 
2

0 1
22

=
t

AI ωµ κ
ξ

,       
2

0 2

2
=

t

BI ωµ κ .                               (17) 

Перший вираз пов’язаний з поширенням поздовжньої хвилі, другий – поперечної 
хвилі, потенціали яких задані в (1). 

Нехай є циліндрична поверхня одиничної довжини, всередині якої 
знаходиться включення. Швидкість поширення енергії розсіяної хвилі через цю 
поверхню дорівнює [ ]8 : 

( ){ 1 1 11 1 1 1 2 1 1 1 1 1
14

k k kk k k k i t k k k k k
x xyk x xy x xy

L

iQ n u v e u u v vωω σ τ σ σ τ τ−− ⎡= − + + − + − +
⎣∫  

( ) ( )1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1
2

k k k k i t k k k k i t k k
x xy xy y xyu v e n u v e uω ωσ τ τ σ τ−⎤ ⎡+ + + − + + −⎣⎥⎦

 

( ) }1 1 1 1 1 1 11 1 1 2k k k k k k kk k k i t
xy y xy yyu v v u v e dLωτ σ σ τ σ ⎤− + − + + ⎥⎦

. 

Тут рискою згори позначені відповідні спряжені величини. З останньої формули 
при 1=k  знаходимо швидкість поширення енергії поздовжньої хвилі, а при 2=k  – 
енергії поперечної хвилі. Після осереднення величин kQ  за часом, знайдено 

{ }
2

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2

02
k k k k k k k kk k k k k k k k

x xy xy yk x xy xy yt
Q n u u v v n u u v v d

πω σ σ τ τ τ τ σ σ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − + − + −
⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ . (18) 

З інтегральних подань для переміщень та напружень відбитих хвиль (11) 
знаходимо асимптотичні формули в дальній зоні. Для повністю зчепленого 
включення такі формули для переміщень і напружень поздовжніх хвиль мають 
вигляд: 
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11 2
1 12

1 24
= −

iu ( R, )ϕ κ γ
µ κ

( )2 1
11 21

1 2
2

−⎧ ⎫+ +⎨ ⎬
⎩ ⎭

S sin S cos O Rϕ ϕ , 

( )11 2
1 12

1 24
= −

iv R,ϕ κ γ
µ κ

( )2 1
11 21

1 2
2

−⎧ ⎫+ +⎨ ⎬
⎩ ⎭

S sin S sin O Rϕ ϕ , 

( ) ( )11 2 21
11 2

4
= −x R, sinκσ ϕ ξ ϕ γ ( ){ }1

11 21
−+ +S sin S cos O Rϕ ϕ , 

( )11 21
1 2

4
=xy R, sinκτ ϕ ξ γ ϕ ( ){ }1

11 21
−+ +S sin S cos O Rϕ ϕ , 

( ) ( )11 2 21
11 2

4
= −y R, cosκσ ϕ ξ ϕ γ ( ){ }1

11 21
−+ +S sin S cos O Rϕ ϕ .    (19) 

Аналогічні подання для розсіяних хвиль поперечного зсуву мають вигляд: 

( )12
2

14
=

iu R,ϕ γ
µ

( )2 1
12 22

1 2
2

−⎧ ⎫− +⎨ ⎬
⎩ ⎭

S sin S sin O Rϕ ϕ , 

( )12
2

14
= −

iv R,ϕ γ
µ

( )2 1
12 22

1 2
2

−⎧ ⎫− +⎨ ⎬
⎩ ⎭

S cos S sin O Rϕ ϕ , 

( )12 2
2 2

4
= −x R, sinκσ ϕ γ ϕ ( ){ }1

12 22
−− +S cos S sin O Rϕ ϕ , 

( )12 2
2 2

4
=xy R, cosκτ ϕ γ ϕ ( ){ }1

12 22
−− +S cos S sin O Rϕ ϕ , 

( )12 2
2 2

4
=y R, sinκσ ϕ γ ϕ ( ){ }1

12 22
−− +S cos S sin O Rϕ ϕ .             (20) 

Коли на обох сторонах включення виконуються умови гладкого контакта 
аналогічні формули для переміщень і напружень відбитих поздовжніх хвиль мають 
вигляд: 

( ) ( ){ }
2

11 11
1 11 1 412

1 2

2 2
8

−= − − +
iu R, sin S S cos O Rκϕ γ ϕ κ ϕ
µ κ

, 

( ) ( ){ }
2

11 2 11
1 11 412

1 2

2
4

−= − + +
iv R, sin S S O Rκϕ γ ϕ
µ κ

, 

( ) ( ) ( ){ }11 2 2 11
1 11 1 411 2 2

4
−= − + +x R, sin sin S S O Rκσ ϕ ϕ ξ ϕ γ µ , 

( ) ( ){ }11 2 11
1 11 1 412 2

4
−= + +xy R, sin sin S S O Rκτ ϕ ξ γ ϕ ϕ µ , 

( ) ( )11 2 21
11 2

4
= − ×y R, sin cosκσ ϕ ϕ ξ ϕ γ ( ){ }1

11 1 412 −+ +S S O Rµ , 

 

( ) ( )12 12
12 42

1

2
4

−⎧ ⎫
= − +⎨ ⎬

⎩ ⎭

i cosu R, sin S cos S O R
cos

γ ϕϕ ϕ ϕ
µ ϕ

, 

( ) ( ){ }12 2 12
12 42

1

2
4

−= − + +
iv R, S cos S cos O Rγϕ ϕ ϕ
µ

, 

( )12 2 2

2
= −x R, sinκ γσ ϕ ϕ ( ){ }2 1

12 1 42 2 −+ +S cos S cos O Rϕ µ ϕ , 
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( )12 2
2 2

4
=xy R, cosκτ ϕ γ ϕ ( )11

12 42

2 −⎧ ⎫
+ +⎨ ⎬

⎩ ⎭

cosS cos S O R
cos

µ ϕϕ
ϕ

, 

( ) ( )}{12 2 12 2
12 1 42 2

2
−= + +y R, sin S cos S cos O Rκ γσ ϕ ϕ ϕ µ ϕ .           (21) 

У формулах (19)-(21) використані позначення: 

( )
−

= −∫
a

lj l j
a

S ( )exp i cos dχ η κ η ϕ η , 1 2=l ; , ( )4 4
−

′= −∫
a

j j
a

S ( )exp i cos dχ η κ η ϕ η ,   (22) 

2
4

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

j j
j

expi R
R

πγ κ
πκ

, 1 2=j ; . 

Після переходу до позначень  
( ) ( )1

0
−=u a u aζ ζ , ( ) ( )1

0
−=v a v aζ ζ , 

( ) ( )1−=j j aϕ ζ µ χ ζ , 1 2=j ; , ( ) ( )4 4
′= aϕ ζ χ ζ , 1−= a xζ  

і використання (15) інтеграли (22) обчислюються за квадратурними формулами 
Гаусса-Чебишева. У результаті цього отримані наближені формули для головних 
складових переміщень та напружень хвиль, розсіяних у дальню зону. У випадку 
повністю зчепленого з матрицею включення ці формули мають вигляд: 

( )11 2 1 1 21
1 2

1 2
4 2
⎧ ⎫= − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

m mu R, ai T sin T cosγϕ ξ ϕ ϕ , 

( )11 2 1 2 11
1 2

1 2
4 2
⎧ ⎫= − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

m mv R, ai T sin T sinγϕ ξ ϕ ϕ , 

( ) ( ){ }11 2 2 1 11
1 0 1 21 2

4
= − +x k kR, sin T sin T cosγσ ϕ µ κ ξ ξ ϕ ϕ ϕ , 

( ) { }11 3 1 11
1 0 1 22

4
= +xy k kR, sin T sin T cosγτ ϕ µ κ ξ ϕ ϕ ϕ , 

( ) ( ){ }11 2 2 1 11
1 0 1 21 2

4
= − +y k kR, cos T sin T cosγσ ϕ µ κ ξ ξ ϕ ϕ ϕ , 

 

( )12 22
1 2

1 2
4 2
⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

m mu R, ai T sin T sinγϕ ϕ ϕ , 

( )12 22
1 2

1 2
4 2
⎧ ⎫= − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

m mv R, ai T cos T sinγϕ ϕ ϕ , 

( ) { }12 2
1 0 1 22

4
= − −x k kR, sin T cos T sinγσ ϕ µ κ ϕ ϕ ϕ , 

( ) { }11 2
1 0 1 22

4
= −xy k kR, cos T cos T sinγτ ϕ µ κ ϕ ϕ ϕ , 

( ) { }12 2
1 0 1 22

4
= −y k kR, sin T cos T sinγσ ϕ µ κ ϕ ϕ ϕ , 

1=

=∑
n

pl p pl p
p

T a exp( z )ψ , 1

1=

=∑
n

pl p pl p
p

T a exp( z )ψ ξ , 

0= −p pz i cosκ τ ϕ , =p m;k , 1 2=l; j ; . 
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Для включення в умовах гладкого контакту головні складові переміщень та 
напружень хвиль, розсіяних у дальню зону набувають вигляду: 

( ) { }11 2 1 11
1 42 2

8
= − +m mu R, ai sin T Tγϕ ξ ϕ , 

( ) { }11 2 2 1 11
1 42

4
= − +m mv R, ai sin T Tγϕ ξ ϕ , 

( ) ( ) { }11 2 2 1 11
1 0 1 41 2 2

4
= − +x k kR, sin sin T Tγσ ϕ µ κ ξ ξ ϕ ϕ , 

( ) { }11 3 1 11
1 0 1 42 2

4
= +xy k kR, sin sin T Tγτ ϕ µ κ ξ ϕ ϕ , 

( ) ( )11 2 21
1 0 1 2

4
= −y R, sin cosγσ ϕ µ κ ξ ϕ ξ ϕ { }1 1

1 42+k kT T , 

( )12 2
1 4

2
4

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭
m m

cosu R, ai sin T cos T
cos

γ ϕϕ ϕ ϕ
ϕ

, 

( ) { }12 22
1 4 2

4
= − +m mv R, ai T cos T cosγϕ ϕ ϕ , 

( ) { }12 22
1 0 1 4 2

2
= − +x k kR, sin T cos T cosγσ ϕ µ κ ϕ ϕ ϕ , 

( )12 2
1 0 1 4

22
4

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭
xy k k

cosR, cos T cos T
cos

γ ϕτ ϕ µ κ ϕ ϕ
ϕ

, 

( ) { }12 22
1 0 1 4 2

2
= +y k kR, sin T cos T cosγσ ϕ µ κ ϕ ϕ ϕ . 

Підставивши до (18) представлення для ( )1ku x, y , ( )1kv x, y , ( )1k
x x, yσ  та 

( )1k
xy x, yτ  і обчисливши відповідні інтеграли, знайдено вираз для 1

k t
Q  

22
1 1

2
016

= − ∫k kt

aQ f ( )d
n

πωµ π ϕ ϕ , 1 2=k ; .                                  (23) 

В останній формулі підінтегральні функції залежать від типу розсіяної хвилі і 
для повністю зчепленого включення відповідно дорівнюють: 

2 2 2
1 11 12 21 22

2 2
2 2

⎧ ⎫= − + + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

sin sinf ( ) sin U U U cos Uϕ ϕϕ ξ ϕ ϕ , 

2 2
2 11 12 21 22

2 2
2 2

= − + + −
sin sinf ( ) cos U U U sin Uϕ ϕϕ ϕ ϕ . 

Для включення в умовах гладкого контакту на обох його сторонах ці 
формули мають вигляд: 

{ }2 2
1 11 14 41 442 2 4= − + + +f ( ) sin U U U Uϕ ξ ϕ , 

2
2

2 11 14 41 442

22 2= − − − −
cosf ( ) cos U сos U сos U U
cos

ϕϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

, 
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( ) ( )( )
1 1= =

= +∑∑
n n

lj ml kj mk ml kj mk
m k

U ( ) Re cos z Im sin zϕ ψ ψ ψ ψ , 1 2 4=l; j ; ; , 

0= −mk im jkz ( )cosκ τ τ ϕ , 1 2=i; j ; . 

У результаті підстановки (17) та (23) до (16) отримано вираз для ПППР. Якщо 
на включення набігає поздовжня хвиля, то вираз для ПППР має вигляд: 

( ) ( )
22

2 2
028

−
= ∫k k

aQ f d
n A

πξπω ϕ ϕ
κ

. 

Якщо ж на включення набігає поперечна хвиля, тоді 
22

2 2
028

−
= ∫k k

aQ ( ) f ( )d
n B

ππω ϕ ϕ
κ

, 1 2=k ; . 

Аналіз результатів та висновки. За допомогою останніх формул проведені 
дослідження залежності значень повного поперечного перерізу розсіювання kQ  від 
безрозмірної частоти 0κ  за різних співвідношень між пружними сталими матриці 
та включення 0 1 0=e E E . Результати цих досліджень показані у вигляді графіків на 
рис. 1 – 6. На цих рисунках криві 1–5 відповідають наступним значенням 0e : 0,5; 
0,2; 0,1; 0,01; 0,001. Пунктирна крива на всіх рисунках відповідає випадку 
абсолютно жорсткого включення. Розглядалися хвилі, фронт яких паралельний до 
включення ( )0 90= oθ  або перпендикулярний до включення ( )0 0= oθ . 

   
Під час числового аналізу встановлено, що при поширенні поздовжньої хвилі 

з 0 90= oθ  значення поперечних перерізів розсіювання практично не залежать від 0e  
і умов взаємодії включення та матриці. Тому на рис. 1 та рис. 2 наведені графіки 
почастотної залежності ПППР розсіяної від включення поперечної хвилі відповідно 
для повністю зчепленого включення і включення в умовах гладкого контакту. Як 
видно, майже при всіх значеннях 0e  поперечні перерізи мають декілька максимумів і 
мінімумів. Із зростанням 0κ  значення ПППР для абсолютно жорсткого включення 
монотонно зростають, а для пружних включень графіки залежності для 2Q  мають 
осцилюючий характер навколо значень для абсолютно жорсткого включення. Крім 
того, в діапазоні частот від 0κ =4 до 0κ =8 2Q  для повністю зчепленого включення і 

Рис. 1 Рис. 2 
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включення в умовах гладкого контакту досягають локальних максимумів за різних 
значень 0κ . При 0 0→e  значення ПППР прямують до відповідних абсолютно 
жорсткому включенню значень, але повне співпадіння спостерігається при 6

0 10−=e . 

   

При набіганні на включення поперечної хвилі з 0 90= oθ  ПППР розсіяної 
поздовжньої хвилі 1Q  для повністю зчепленого включення (рис. 3) зростають з 
ростом частоти, але при зростанні 0e  монотонність порушується і з’являються 
точки максимуму. Для включення в умовах гладкого контакту (рис. 4) значення 1Q  
значно перевищують відповідні значення 1Q  для повністю зчепленого включення 
на всьому діапазоні частот. Майже для всіх розглянутих відношень 0e  значення 1Q  
для включення в умовах гладкого контакту зростають, досягнувши максимального 
значення, а з подальшим збільшенням 0κ  поступово ПППР зменшуються. Крім 
того, при всіх розглянутих 0e  значення ПППР для пружного включення переви-
щують відповідні значення для абсолютно жорсткого. Співпадіння значень ПППР 
для пружного і абсолютно жорсткого включення теж спостерігається при 6

0 10−=e .  

   
Якщо ж на включення набігає поздовжня хвиля з 0 0= oθ , то для ПППР 

розсіяної від включення поздовжньої хвилі (рис. 5) і ПППР розсіяної поперечної 
хвилі (рис. 6) для повністю зчепленого включення спостерігається з ростом 0κ  
зростання значень до досягнення максимального значення з наступним повільним 
спаданням значень, особливо, коли жорсткість включення значно перевищує 

Рис. 3 Рис. 4 

Рис. 5 Рис. 6 
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жорсткість матриці. З ростом жорсткості включення зростають значення 
поперечних перерізів, прямуючи до відповідних значень для абсолютно жорсткого 
включення. Співпадіння значень ПППР для пружного і абсолютно жорсткого 
включень відбувається при 6

0 10−=e . Слід відмітити, що ПППР розсіяної від 
включення поперечної хвилі 2Q  значно перевищують відповідні значення ПППР 
розсіяння поздовжньої хвилі 1Q . Якщо ж включення знаходиться в умовах гладкого 
контакту, то ПППР розсіяної поздовжньої і поперечної хвиль дорівнює нулю. 

Отримані формули для ПППР і проведені за їх допомогою дослідження 
дозволили встановити, що на залежність значень ПППР від кута поширення 
падаючої хвилі і частоти суттєво впливають умови взаємодії між включенням та 
матрицею. Це доводить теоретичну можливість дистанційного визначення умов 
взаємодії між включенням та матрицею за допомогою ПППР. 
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УДК 593.3 

Н.И. Ободан, Г.М. Гавеля1 
Днепропетровский национальный университет имени Олеся Гончара 

ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ НЕТОНКИХ ОБОЛОЧЕК  
ПРИ НЕОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ДЕФОРМАЦИИ 

Досліджується нелінійна невісесимметрична деформація нетонких циліндричних 
оболонок залежно від виду крайових умов і характеру несиметричності. Проводиться 
порівняльний аналіз розрахунків із пластичною та пружною моделями, визначаються межі 
застосування останньої. 

Ключові слова: циліндрична оболонка, зовнішнє навантаження, граничні умови, умова 
стаціонарності, пружна й пластична деформації, критичне навантаження. 

Исследуется нелинейная неосесимметричная деформация нетонких цилиндрических 
оболочек в зависимости от вида граничных условий и характера несимметричности. 
Проводится сравнительный анализ расчетов с пластической и упругой моделями, определяются 
границы применимости последней 

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, внешняя нагрузка, граничные условия, 
условие стационарности, упругая и пластическая деформации, критическая нагрузка. 

The non-linear non-axisymmetric deformation of non-thin cylindrical shells is investigated in 
order to analyze different boundary conditions and non-symmetry characteristics influence. Elastic 
and plastic models are compared to find an applicability range of the plastic one. 

Key words: cylindrical shell, external  loads, boundary conditions, stationary condition, elastic 
and plastic deformation, critical load. 

Введение. Цилиндрические оболочки при неосесимметричном нагружении 
являются распространенным элементом аэрокосмических конструкций, резерву-
аров и т. д.[1–3] Известно [4], что для тонкостенных элементов конструкций при 
упругих деформациях и шарнирном опирании наблюдается немонотонная зависи-
мость предельной (критической) нагрузки от геометрических параметров задачи, 
при этом ее значение снижается при определенных типах неоднородности почти в 
два раза. Между тем, поведение элементов конструкций типа цилиндрической 
оболочки в условиях пластических деформаций при различных граничных 
условиях может существенно отличаться от вышеисследованного, определение же 
предельных нагрузок в таком случае является весьма актуальным вследствие их 
использования в элементах авиационной техники, технологическом оборудовании т. д.  

Постановка задачи. В данной работе исследуется поведение толстостенной 
цилиндрической оболочки, нагруженной внешним давление q  по области qΩ , при 
различных условиях опирания и при упругопластическом деформировании (рис. 1). 
Для описания упругопластического поведения материала используется 
деформационная теория пластичности. 

Принята следующая система безразмерных величин, описывающих 
поведение оболочки: 

 x
R

ξ = ,        y
R

η = ,       ( )
( )u,v,w

U u,v,w
R

= = , (1) 

где ( )w,v,u  – продольное, окружное и радиальное перемещение точек срединной 
поверхности; h,R,L  – длина, радиус и толщина оболочки; ηξ , – безразмерные 
координаты вдоль образующей и направляющей оболочки соответственно.  
                                                 
1 © Н.И. Ободан, Г.М. Гавеля, 2009 
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Рис. 1 

Метод решения. На основе допущения метода дополнительных деформаций 
о равенстве усилий в расчетном упругом и пластически деформированном теле для 
расчетного упругого тела формулируется функционал, условиями стационарности 
которого будут являться уравнения равновесия в перемещениях для расчетного 
упругого тела при нагружении его действительной нагрузкой и фиктивной от 
дополнительных деформаций. Такой подход вполне обоснован, так как 
рассматривается активное нагружение оболочки при неизменном характере 
действующей нагрузки. Из основных предположений деформационной теории 
следует, что  

 p
ij

e
ijij

p
ij

e
ijij , κκκεεε +=+= ,     (2) 

где p
ij

e
ij ,εε  – упругая и пластическая части деформации соответственно 21,j,i = . 

Процесс разгрузки считается упругим. Основные соотношения содержат 
неизвестные функции p

ijε ,  которые будут определяться с помощью метода 
дополнительных деформаций [5].  

С помощью вариационного метода решение поставленной нелинейной краевой 
задачи может быть получено как точка стационарности следующего функционала 
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где 11111211 M,Q,T,T  – силовые факторы, выраженные через перемещения, или, 

если учесть, что p
ijij

e
ij εεε −= , получим 
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где  

ξ∂
∂

−=Θ
w

1 ,   
η∂
∂

−=Θ
w

2 ,  21
EhB
ν

=
−

, 

ν,E – модули упругости и Пуассона соответственно, Ω  – область, занимаемая 
оболочкой. 

Относительные деформации срединной поверхности и изменения кривизн в 
направлении координатных линий выражаются через перемещения следующим 
образом: 

.w,w,w

,wwuv

,wwv,wu

ξη
κ

η
κ

ξ
κ

ηξηξ
ε

ηη
ε

ξξ
ε

∂
∂

=
∂

∂
=

∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

++
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=

2
122

2
222

2
11

12

2

22

2

11

2
1

2
1

2
1

   (4) 

Функции перемещений ),(w),,(v),,(u ηξηξηξ  вдоль направляющей 
оболочки представим кусочно-полиномиальной аппроксимацией. Для этого 
направляющую оболочки нужно разбить на n  элементов узлами 0 1k , ,..,n=  и в 
каждом узле ввести в рассмотрение значения искомых функций и их частных 
производных по продольной координате: 
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( )ηξη ,U)(U kk =+12 ,        ( )ηξη ,U)(U kk ′=+ 22 , )w,v,u(U = .           (5)  

Любая из функций U  на интервале между k -тым и ( )1+k -м узлами 
аппроксимируется выражением 

( ) ( ) ( )
4

2
1

k i i
i

U , U Hξ η η ξ+
=

= ∑ ,   1k kξ ξ ξ +≤ ≤ .  (6) 

В качестве функций iH  используются итерационные полиномы Эрмита 
третьей степени первого порядка [4]. Благодаря свойствам полиномов Эрмита 
аппроксимирующее выражение (6) принимает в k -том узле значение ( )ηξ ,U k , а 
его производная – значение производной по ξ  от функции U . Такое представление 
обеспечивает непрерывность искомых функций и их первых производных в 
направлении оси ξ . 

Из условия стационарности функционала (3) можно получить уравнение 
Эйлера для функций iii w,v,u : 
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Внеинтегральные члены в функционале (3) равны нулю вследствие 
выполнения условий (5)–(6). 

Систему (7) можно разрешить относительно производных от искомых 
функций, дополняя граничными условиями по координате η . В качестве таких 
условий можно взять условие периодичности по окружной координате 

)(U)(U ii π20 =      (8) 

или условия симметрии. 

Полученная краевая задача (7), (8) сводилась к задаче Коши при помощи 
метода Ньютона; для нахождения особых точек использовался алгоритм, 
позволяющий фиксировать точки ветвления решений в процессе движения по 
параметру нагрузки [4]. 

На каждом шаге метода Ньютона определяются пластические деформации 
p
ijε . В используемом методе дополнительных деформаций пластическая часть 

деформации p
ijε  и p

ijκ  принимается в качестве дополнительной деформации. С 

достаточной точностью можно принять [5] 

ij
cp

ij E
E

εε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 1 ,    (9) 

где cE  – секущий модуль обобщенной кривой  деформирования. 
Решение задачи упругости при заданных внешних нагрузках и дополни-

тельных деформациях p
ijε , которые определяются формулой (9), совпадают с 

решением задачи деформационной теории пластичности. Метод дополнительных 
деформаций заключается в том, что за начальное приближение принимается 

00 =)(p
ijε , т. е. решается упругая задача и определяются )(

ij
1ε  и интенсивности 

деформаций )(
i
1ε . Определив по кривой деформирования новое значение 

напряжений )(f )()(
i

11 εσ =  и новый секущий модуль )(
i

)(
i

)(
cE 111 εσ= , можно 

определить по формуле (9) дополнительные деформации первого приближения 

)(
ij
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c)(p

ij E
E 1

1
1 1 εε

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=  .   (10) 

Таким образом, дополнительные деформации n -го приближения 
)n(p

ijε  

определяются через деформации )n(
ij

1−ε , найденные из решения упругой задачи 

предыдущего приближения с дополнительными деформациями 
)n(p

ij
1−

ε . 

Анализ результатов. С помощью изложенного алгоритма рассматривались 
два варианта нагружения: I – равномерное внешнее давление, приложенное по 
полосе с углом раствора πϕ 700 0 .≤≤ , II – равномерное внешнее давление, 
действующее на части поверхности, размеры этой площадки ( )0a ,ϕ , 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

99 

соответствующие двум типам неоднородности: по окружной координате (случай I ) 
и по обеим координатам (случай II ). 

В процессе решения прослеживалась форма деформирования оболочки при 
изменении параметра относительного давления q  ( все значения давления 
отнесены к критическому давлению равномерно нагруженной оболочки) от нуля до 
критического значения крq , фиксировались точки перестройки формы, а также 
предельные точки (или их отсутствие). На рис. 1 представлена сравнительная 
зависимость критического значения нагрузки крq  для оболочки с геометрическими 

параметрами, 70=h
R ; 4=RL  и шарнирном опирании торцов от угла 0ϕ  в 

первом случае нагружения при учете пластических деформаций (кривая 2) и без 
них (кривая 1). Минимальное значение критического давления, связанное с 
совпадением собственной )4n( =  и вынужденной форм деформирования 
уменьшается при наличии пластического деформирования в 1.7 раза. Кривые  

( )0крq ϕ−  для упругой и пластической моделей эквидистантны. 

 
Рис. 2 

Был проведен анализ влияния граничных условий на характер поведения 
оболочки. Рассматривались следующие типы закрепления торцов: 

1) 0=w , 0=u , 0=v , 011 =M ; 
2) 0=w , 011 =T , 0=v , 011 =M ; 
3) 0=w , 0=u , 0=v , 01 =Θ ; 
4) 0=w , 011 =T , 0=v , 01 =Θ . 

В табл. 1 приведены относительные значения критических нагрузок крq  для 
указанных типов граничных условий для двух характерных углов 1 0 55. радϕ = , 

2 0 86. радϕ = , соответствующих максимуму и минимуму критического давления во 
втором случае (рис. 2). В числителе приведены значения для упругой модели, в 
знаменателе – для пластической. 
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Таблица 1  

 
 

 крq  

 
Типы 

граничных условий 

1 2 3 4 
 

1ϕ  
1.25 
 

0.62 

0.72 
 

0.42 

1.26 
 

0.63 

0.75 
 

0.44 

2ϕ  
1.44 
 

0.72 

1.21 
 

0.66 

1.45 
 

0.73 

1.24 
 

0.68 
 

Из анализа полученных результатов видно, что при граничных условиях типа 
защемления влияние пластических деформаций увеличивается. 

Проведенный анализ влияния параметра тонкостенности  h
R  на различие 

результатов расчета по пластической и упругой моделях показал, что при  h
R >150 

влияние пластических деформаций на значения критических нагрузок практически 
несущественно. 

 
 

Рис. 3 

Расчеты, проведенные для второго случая нагружения показывают, что при 
одном и том же относительном размере площадки нагружения зависимость 
критической нагрузки от относительной длины носит нисходящий характер, 
причем влияние учета пластического характера деформирования существенно 
выше, чем в случае полосового нагружения (рис. 2, кривая 1). Аналогичный 
результат получен и для случая симметричного расположения участков нагружения 
(рис.3). Кривая 1 соответствует упругой модели, кривая 2 – пластической.  

Выводы. Проведенные исследования показывают, что влияние учета 
пластических деформаций при неосесимметричном нагружении снижает значения 
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критических нагрузок в ≈ 1.7 – 2 раза, причем это влияние более существенно при 
шарнирном опирании торцов. Значительное влияние на критические нагрузки 
оказывает условие опирания торцев в продольном направлении  – при ограничении 
продольных смещений критические нагрузки увеличиваются вдвое. 
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УДК 539.3  

 
Н. И. Ободан, Н. А. Гук1 

Днепропетровский национальный университет имени Олеся Гончара 

ДЕКОМПОЗИЦИОННЫЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ  
ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ ДЕФОРМИРОВАНИЯ  

ТОНКОСТЕННЫХ ОБОЛОЧЕК И ПЛАСТИН 
Розроблено декомпозиційний підхід до розв'язання зворотної задачі  деформування 

тонкостінної системи. Розкладання вектора параметрів приводить до паралельних задач 
параметричної ідентифікації істотно меншої розмірності. У результаті декомпозиції 
відбувається регулярізация задачі, поліпшується обумовленість матриць, що підлягають 
оберненню. 

Ключові слова: тонкостінна система, обернена задача, ідентифікація, декомпозиція 
вектора параметрів, регулярізация. 

Разработан декомпозиционный подход к решению обратной задачи  деформирования 
тонкостенной системы. Разложение вектора параметров приводит к параллельным задачам 
параметрической идентификации существенно меньшей размерности. В результате 
декомпозиции происходит регуляризация задачи, улучшается обусловленность матриц, которые 
подлежат обращению. 

Ключевые слова: тонкостенная система, обратная задача, идентификация, декомпозиция 
вектора параметров, регуляризация.  

The method of decoupling for the decision of reverse task of deformation of the thin-walled 
system is developed.  Procedure of authentication of unknown parameters with the use of indirect 
supervisions is executed. Conditions for the division of parameter's vector, parallel algorithms for 
determination of vector of parameters are formulated. It allows decreasing the dimension of task, 
improving the conditionality of matrices.  

Key words: thin-walled system, reverse task, authentication, decoupling of parameters vector, 
regularity of task.  

 
Введение. Обратные задачи в механике деформированного твердого тела 

являются предметом исследования, начиная с работ Исаака Ньютона. Основная 
проблема, возникающая при решении таких задач – это их плохая обусловленность 
[3], что приводит к необходимости создания методов и алгоритмов, устраняющих 
указанные трудности. В настоящее время, основным подходом при решении 
обратных задач является замена дифференциальной формы модели интегральной, 
что предполагает построение функции Грина для соответствующей задачи 
аналитическими или численными методами [6], при этом трудности, связанные с 
плохой обусловленностью задачи, остаются. 

Идея декомпозиции при решении плохо обусловленных задач, 
представленных параметрически, предложена в [1]. Здесь предполагается, что 
заранее известен способ декомпозиции неизвестных параметров.  

В настоящей работе развивается подход, сочетающий параметрическую 
формулировку прямой задачи и выбор способа декомпозиции неизвестных 
параметров обратной задачи в соответствии с вводимым критерием с последующим 
ее решением на основе параллельных алгоритмов. 

Постановка задачи. Предполагается, что нагружение не вызывает в 
деформируемой системе пластических деформаций. Вектор-функция состояния 
тонкостенного элемента ( ) { }W X u,v,w=%  в ограниченной пространственной 
                                                 
1 © Н. И. Ободан, Н. А. Гук, 2009 
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области { }X : XΩ = ∈Ω , NR⊂Ω (область Ω может быть и многосвязной), 
описывается для случая упругого деформирования соотношениями: 

( ) ( )( ) ( )0L H X ,W X P X=% % %               (1) 

( ) ( )( ) ( ) 1Г
Г Г Г Г
p pX X Г

L H X ),W X W X , p ,P
= ∈

= =% % % ,           (2) 

где { }X x,y,z=  – вектор пространственных координат; { }u,v,w  – вектор перемещений 

в направлениях z,y,x ; Г – контур области Ω; ( )L ⋅ , ( )Г
pL ⋅  – заданные дифференциаль-

ные операторы; ( )P X%  – функция, описывающая внешнее воздействие; ( )0H X% , 

( )ГH X%  – функции, входящие в дифференциальные операторы.  
Понятие корректной по А.Н. Тихонову постановки задачи требует введения 

условия компактности, что практически означает использование количественной 
информации об искомом решении. Функции  ( )0H X% , ( )ГH X% , ( )P X%  должны 
быть ограничены на области Ω:  

00 C)X(H~ ≤ ;      ГГ C)X(H~ ≤ ;     Сd)X(P~ ≤∫ Ω
Ω

,            (3) 

где 0C , ГC , C  – заранее заданные константы, ограничивающие значения параметров.  
Решение обратной задачи предполагает по известным следам решения 

прямой задачи (1), (2) в точках iγ : 

*
ii W~)(W~ =γ , N,i 1=              (4) 

1) определение функций )X(H~ Г , описывающих дифференциальные 
операторы граничных условий; 

2) определение функции дифференциальных операторов )X(H~ 0 , описывающих 
модель; 

3) определение типа границы Г области Ω (вид граничных условий); 
4) определение вида функции )X(P~ , описывающей внешнее воздействие. 
Метод решения. Для параметризации и последующего решения прямой задачи 

(1), (2) используется метод конечных элементов (МКЭ). Для построения системы 
уравнений МКЭ выполняется дискретизация области Ω  следующим образом: 

– для решения прямой задачи (1), (2) вводится сетка с координатами узлов 

lX , где { }l l l lX x , y ,z= , L,l 1=  и соответствующими узловыми значениями 

функции W~  в виде вектора }W{)X(W~ ll = ; 
– для параметризации  определяемого внешнего воздействия задается сетка с узлами 

mX , M,m 1= , (все mX  выбираются из числа lX ), узлы mX  находятся внутри или на 
границе Г области Ω , внешнее воздействие описывается вектором ( ) { }m mP X P=% ; 

– для параметризации функции )X(H~ Г  задается сетка  с узлами dX , все 
узлы которой находятся на границе области Ω  (область значений dX  является 
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подмножеством области значений lX ), форма границы Г описывается замкнутой 
ломаной линией с координатами узлов dX ; 

– для задания  следа решения прямой задачи вводится сетка с координатами 
узлов iX , N,i 1= , (все iX  выбираются из числа lX )   

Рассматриваемая система представляется в виде ансамбля конечных 
элементов с использованием аппроксимации неизвестных функций задачи на 
элементе в виде [2]:    

W)z,y,x(ZW )e()e( = ;  W)z,y,x(BW )e()e( =
′

; 

H)z,y,x(ZH )e()e( = ;  H)z,y,x(BH )e()e( =
′

; 

P)z,y,x(ZP )e()e( = ;  P)z,y,x(BP )e()e( =
′

;  

где { }1 2
T

LW W ,W ,...,W= ; { }1 2
T

MP P ,P ,..., P= ; { }1 2
T

DH H ,H ,...,H= – векторы значений 

функций W~ , P~ , H~  в узловых точках; ( ) ( )eZ x, y,z , ( ) ( )eB x, y,z  – функции формы.  
После выполнения соответствующей процедуры методом Ритца и суммиро-

вания матриц элементов, получаем систему уравнений для определения функции 
)X(W~  при соответствующих условиях на границе Г области Ω , аналогично [8]:  

TU RWK = ,                             (5) 

где TR – вектор, учитывающий внешнее воздействие; ( )
( )

( ) ( ) ( )
e

e T e e e
U

e
K E C E d

Ω

= Ω∑ ∫  

– матрица жесткости; )e(C  – матрица, связывающая напряжения и деформации; 
)e(E – матрица функций формы. Условие (3) для рассматриваемого случая 

идентификации нагрузки имеет вид 
     T

j
i )H( σσ ≤ ,               (6) 

где  )H(j
iσ  –  интенсивность напряжений в jγ  точке, выраженная через функцию 

)X(W~ ; Tσ  – предел текучести материала. 

Для определения неизвестных параметров jj HP = , условие (4) 
формулируется аналогично  [7] 

( ) ( )( ) 0
i

*
iH W H Wγε = − = , N,i 1= ,               (7) 

где { }1 0
mH H= % , { }2 Г

mH H= % , { }3
mH P= % , M,m 1= ; iγ  – точки, совпадающие с 

узлами сетки iX ; ( ) ( ){ }i

j j
iW H W X ,Hγ = ; ( ){ }* *

i iW W X ,H= ; N,i 1= . В дальнейшем 

индекс j, характеризующий тип определяемых параметров, равен 3 и будет опущен. 
Представляя вектор решение { }mH H= , M,m 1= на k-ом шаге 

итерационного процесса в виде [5]: 

( ) ( )
( )

( )( )1
1 11

k
k k k

H
H H R Hε−

− −−= + ⋅ ,            (8) 
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получим  выражение для определения приращений параметров:   

        )H(RH )k(
H

)k(
)k(

11
1

−− ⋅=
−

ε∆ ,            (9) 

где матрица 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

=
−

m

)k(
i
H

)H,X(W
R

1
, N,i 1= , M,m 1=  характеризует реакцию 

деформируемой системы на изменение параметров воздействия. Для определения  
приращений неизвестных параметров )k(H∆ , согласно (9), необходимо 
реализовать  процедуры построения псевдообратной матрицы для матрицы R. 
Явное представление псевдообратной матрицы может быть выполнено с помощью 
ортогонального или сингулярного разложения матрицы R. 

Для устранения указанных трудностей в данной работе предлагается 
представить неизвестный вектор приращений параметров { } M,mmHH 1== ∆∆  в 

виде  двух независимых вектора 1H∆  и  2H∆ , имеющих размерности 1M  и 2M  

соответственно ( MMM =+ 21 ), так, чтобы minHH →−
21∆∆ . 

Введем функции принадлежности p
iu  ( M,i 1= , 21,p = ) компонент вектора 

H∆  векторам 1H∆  и  2H∆  в виде: 

⎩
⎨
⎧

≠
=−

=
r

rr
r XX,

XX),XX(
)X(u

0
1 δ

;     }r,,r{I,Ir
Mpp 11

11 K=∈ ; 

                            (10) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

=−
=

00

0
1

1
2

r

rr
r

u,

u),XX(
)X(u

δ
; }r,,r{I,Ir

Mkk 21
22 K=∈ ;            

∅=∩ 21 II ,  
где )XX( r−δ  –  функция Дирака; 1M  – заданное число ненулевых компонент 

вектора 1H∆ . 
Сформируем матрицы: 

[ ] { })XX(diagD rMM −=× δ ;      [ ] { }1
1 rMM udiagD =× ;        [ ] [ ] [ ]12 DDD MM −=× . 

Для описания векторов 1H∆  и  2H∆  будем использовать представление 

Ω∆∆
Ω

HdDH~ ∫= 1
1 ;   Ω∆∆

Ω
HdDH~ ∫= 2

2  

или  в векторной форме: 

1

1
1

0 ×⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

M

HH~ ∆∆ ;  
1

2
2 0

×⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

MH
H~

∆
∆ ; [ ] [ ] [ ]HH~H~ ∆∆∆ =+ 21 , 

где  [ ] { }
111 1

1
MiiM H,,HH ∆∆∆ K=× ; [ ] { }

MM jjM H,,HH ∆∆∆ K
112 1

2
+

=× .  
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Векторы 1H∆  и  2H∆  будем определять независимо друг от друга в виде 
двух параллельных алгоритмов: 

Ωε∆
Ω

d)H()X(QH )k()k(
∫= 1

1 ;          (11) 

∫=
Ω

Ωε∆ d)H()X(QH )k()k(
2

2 ,                  (12) 

где [ ]N,n,M,m),X(Q)X(Q iii mn
11 ==⋅= δ , 21,i =  – матрицы в которые входят 

искомые коэффициенты; (k )– индекс, характеризующий номер итерации, в 
дальнейшем будет опущен. 

Для каждого шага итерационного процесса функционал для условия 

minHH →−
21∆∆  будет иметь вид: 

   ( ) ( ) ( ) ( )1 11 11 1
1 1

2 20 0

TQ QQ Q
J Q ( H ) H H H d min

Q Q
ε ε ε ε

Ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − − Ω→⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ,   (13) 

где )H(1ε  – невязка вида (7), вычисленная при 1HH = , а интеграл 
рассматривается  в смысле Т. Стилтьеса [4].  

Требуется найти вид оптимальных матриц 1Q , 2Q , обеспечивающих 
минимизацию функционала (13). При этом по аналогии с [1], необходимо 
выполнить условия несмещенности и инвариантности оценивания: 

[ ] [ ]
iiii MMMMii ERQ ×× =− 0 ;           (14) 

[ ]
ji MMji RQ ×= 0 ;    ji ≠ ; 21,j,i = ,          (15) 

где [ ]E  и [ ]0  – единичная и нулевая матрицы соответствующей размерности;  
[ ]

iMNii RR ×=  – матрицы с ненулевыми элементами, образованные из матриц  

[ ] [ ] MMiMN DR ×× ⋅ . 
Присоединяя условия (14), (15) к (13) окончательно получим функцию 

Лагранжа для нахождения матриц 1Q , 2Q : 

∫ ∑+=
Ω

Ωψψ dg)Q,Q(J),Q,Q(J s
s

s211212 ,                (16) 

где }{ sψψ = – вектор множителей Лагранжа; jis RQg = , 21,j,i = ; S,s 1= . 
Тогда, согласно [2]  седловая точка функции Лагранжа (16) будет являться 

решением задачи (13) – (15). 
Учитывая матричное представление функционала 1J  (13) и ограничений 

(14), (15), запишем (16) в виде: 

∫ ++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
Ω

ψεεεεηψ m
TT

m
T

iii QR)
Q

Q
Q

()
Q

Q
Q

(),,Q(J 121
11

2

111

2

1
2 00

 

 [ ] [ ] min,d)RQERQEQR m
T
m

T
mm

T
m

T
mm

TT
m →−+−++ Ωηηψ 22221111212          (17) 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

107 

где [ ]Tmniim N,n, 1== ψψ ; [ ]Tmniim N,n, 1== ηη  – соответствующие векторные 

множители Лагранжа; imE  – вектор-столбец размерности 1×iM , у которого на m-й 

позиции находится 1, а на остальных позициях – 0; [ ]Tmniim N,n,qQ 1== – вектор-

столбец искомых коэффициентов матрицы; iM,m 1= ; 21,i = . 
Используя функцию Лагранжа (16) переформулируем задачу (13) – (15) как 

двойственную. Введем функции: 

),,Q(Jmax)Q( iii
,

i
mii

ηψ
Ψηψ

2
∈

=ℵ , mi RQ ∈ ;            (18) 

  ),,Q(Jmin),( iii
RQ

ii
mi

ηψηψΘ 2
∈

= , mii , Ψηψ ∈ .         (19) 

Тогда  двойственная задача будет иметь вид: 

miimi ,
iii

RQ
ii max),,Q(Jmin),(

Ψηψ
ηψηψΘ

∈∈
→= 2 .              (20) 

 Из условий оптимальности 2J  для определения  матриц 1Q , 2Q  имеем: 

[ ] 1
2 02 ×=−+=

∂
∂

Nimiimjim
im

m RRPQ
Q
J

ηψ ; 21,i = ,        (21) 

где матрица Р имеет вид:  

( )( )
}

N,j
N,iNNji

mn

ji

m

jjii

mn

m
P

1
1

1
1

111
1

11

=
=×

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
=

εε

εεεεεε
44 844 76

. 

Так как функции 1
mu  ограничены 10 1 ≤≤ mu , 11 M,m =  и  множество U 

представляется в виде }M,m,u:)u,,u{(}u{U mMm 1
111

1
1 110

1
=≤≤== K , то функция  

∑
=

′=
1

1

1
2

M

m
mu u)u(J)u(L

m
 достигает своей нижней грани на U в точке 

}u,,u{u M
11

1
1

1
K= , где         

  
⎪⎩
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⎨
⎧
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00
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)RQQR(если,

)RQQR(если,
u

m
T
mm

TT
m

m
T
mm

TT
m

m
ηψ

ηψ
, 11 M,m = .        (22) 

Условие (22)  позволяет записать Uu ∈1 в компактном виде 

[ ])RQQR(signu m
)k(T

mm
T)k(T

m 222212
1 1

2
1 ηψ −−= .         (23) 

Для определения неизвестных вектор-функций imψ , imη  будем  
использовать условие оптимальности для 2J : 
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[ ] 10 ×=
jMim

T
j QR ;           (24)             

[ ] 10 ×=−
iMim

T
iim QRE  .         (25) 

Для сокращения записи дальнейших преобразований введем следующие 
обозначения: ii RPZ 1−=  ; jj RPZ 1−=  ; i

T
iii RPR 1−=Φ  ; j

T
jjj RPR 1−=Φ ; 

j
T
iij RPR 1−=Φ ; i

T
jji RPR 1−=Φ , тогда из уравнения (21) находим 

)ZZ(Q imjimiim ψη −= −12 .           (26) 

Умножая левую и правую части формулы (26) слева на матрицу T
jR  и 

учитывая условие инвариантности оценивания (15), получаем 

     imjijjim ηΦΦψ 1−= .           (27) 

Аналогично, умножая (26) слева на матрицу T
iR  и учитывая условие 

несмещенности оценивания (13), получим 
)E( imijimiiim ψΦΦη 11 22 −− += .          (28) 

Тогда из (26), (27), (28) получим imQ  в виде: 

   imiijijjijiiMMjijjjiim E)E)(ZZ(Q
ii

11111 −−−−
×

− −−= ΦΦΦΦΦΦΦ       (29) 

или, преобразуя формулу (29), используя обозначения ijjjijjji ZFZZ =− − ΦΦ 1 ; 
11111 −−−−−

× =− )ZFR()E( ijj
T
iiijijjijiiMM ii

ΦΦΦΦΦ ;  )RZE(F T
jjjjNNjj

1−
× −= Φ , 

imijj
T
iijjim E)ZFR(ZFQ 1−= .                   (30) 

 Для искомых оптимальных матриц iQ , учитывая (30), имеем: 

[ ]
NMijj

T
iijji

i
)ZFR(ZFQ

×
−= 1 , ji ≠ , 21,j,i = .                  (31) 

Окончательные выражения для вычисления компонент вектора приращений 
параметров iH∆ , 21,i = : 

   [ ] [ ] [ ] 1
1

1 ××
−

× = NNMijj
T
iijjM

i
ii

)ZFR(ZFH ε∆ .         (32) 

Таким образом, анализ полученных выражений (31), (32) показывает, что, 
используя предложенный подход декомпозиции вектора параметров, требуется 
обращение матриц jjF  размера jj MM × , а также матрицы ijj

T
i ZFR  размера 

ii MM × , в отличие от классического подхода, в котором необходимо обращение 
матриц размера MM × , в случае сведения задачи к системе нормальных 
уравнений, или построение псевдообратной матрицы. При больших размерах 
матриц и их плохой обусловленности предлагаемый подход является более 
эффективным в вычислительном плане.  

Кроме того, решение (32) позволяет выделить доминирующие компоненты 
вектора параметров процесса H при его идентификации. 
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Алгоритм параметрической идентификации параметров. Описанный 
декомпозиционный подход к определению неизвестных параметров может быть 
представлен следующим алгоритмом: 

1. Задание ( )01u ; ( )0H ; *k – заданное число итераций; выбор числа параметров 1M . 

2. Инициализация переменных: 1=k ; ( ) ( )0kH H= . 

3. Построение матрицы ( )( )kR H  с использованием решения задачи (1), (2). 

4. Построение матриц 1R  и 2R , где [ ] [ ] [ ] MMiMNi DRR ×× ⋅= , 21,i = . 
5. Определение оптимальных матриц 1Q , 2Q  по формулам (31). 

6. Определение компонент вектора приращений параметров 1H∆ , 2H∆ ; 
вычисление векторов невязок ε , 1ε . 

7. Проверка выполнения условия (7), если истина, то перейти к п. 8, иначе 

выбрать  новые 
)(

u
01 ; )(H 0  и перейти к п. 2. 

8. Проверка условия (22), если истина, то перейти к п. 10, иначе перейти к п. 9. 
9. Формирование ( )1 1u с использованием условия (22), перейти к п. 4. 
10. 1+= kk ; проверить условие *kk ≤ , если истина, то перейти к п. 3, иначе 

перейти к п. 11.  
11. Конец. 
Результаты численного эксперимента. Изложенный алгоритм был 

применен для решения  обратной задачи восстановления функции распределенной 
неравномерной внешней нагрузки, действующей на цилиндрическую 
прямоугольную в плане панель по измеренным перемещениям. 

Исследовались стальная панель ( 42,R/L = ; 80=h/R ; L,  R, h, φ – длина, 

радиус, толщина и угол раствора панели; 26102 м/HE ⋅= ;  231042 м/H,T ⋅=σ , 
2

в м/Н, 31063 ⋅=σ ), закрепленная вдоль продольных сторон. Модель панели 
задавалась в конечноэлементной форме (использовался четырехузловой конечный 
элемент на базе полиномов Богнера – Фокса – Шмидта [9]).  

В результате оказываемого внешнего воздействия происходит деформиро-
вание панели. 

На ее поверхности зафиксированы точки, значения перемещений в которых 
измерены. Эти значения в дальнейшем использовались в качестве значений вектора 

( ) { }*
i iW X W=% , N,i 1=  (рис. 1). 

Для итерационной процедуры определения функции внешнего воздействия в 
качестве начального приближения вектора нагрузки выбирались узловые точки  в 
области, где наблюдались наибольшие отклонения перемещений точек срединной 
поверхности от недеформированной конструкции. Учитывая это функции 
принадлежности ( )1 0u формировались следующим образом: ( )01 1ru = , если 

maxrX Ω∈ , где ( ) ( ){ }max r r iX : X max Xε εΩ = = , N,i 1= , 11 M,r = . 

Перемещения ( )( )k
iW X ,H  точек срединной поверхности от оказанного 

внешнего воздействия ( )kH  были получены из решения соответствующих прямых 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

110 

задач для каждой итерации. Распределение функции нагрузки является 
неравномерным, поэтому приращение для компонент вектора параметров при 
построении матрицы Фреше выбиралось соизмеримым со значением параметра. 
Критерием окончания итерационного процесса является выполнение условия  

     ( )( ) ( ) ( )( ) 710
i

kk *
iH W H Wγε −= − ≤ . 

 
Рис. 1 

Для применения разработанного декомпозиционного подхода начальный вектор 
идентифицируемых параметров приращений нагружения  [ ]Tm ,m,hH 111== ∆∆ (рис. 2) 
был разбит на два вектора [ ]Th,h,h,h,h,h,hH 111097653

1 ∆∆∆∆∆∆∆∆ =  и 
[ ]Th,h,h,hH 8421

2 ∆∆∆∆∆ = в соответствии с условием максимальных невязок ( )iXε .  

 
Рис. 2 

Итеративный процесс восстановления функции нагружения с использованием 
предложенного алгоритма представлен на рис. 3. 

Кривая, приведенная сплошной линией, соответствует заданному распределе-
нию нагрузки (рассматривается распределение нагрузки в поперечном сечении В-В). 
Кривая, представленная пунктирной линией, соответствует начальному распреде-
лению функции нагрузки. Кривые, обозначенные маркерами, соответствуют 
результату идентификации вектора нагружения на итерациях с заданной точностью 
по перемещениям и демонстрируют приближения к искомому решению. 
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Рис. 3 

Распределение перемещений в поперечном сечении В-В, соответствующих 
идентифицируемому вектору нагружения, приведено на рис. 4. Сплошная кривая 
описывает перемещения *

iW , кривые, обозначенные пунктиром и штрих-пунктиром 
иллюстрируют результаты приближения к точному решению в итеративном 
процессе. Погрешность приближения к наблюдаемым перемещениям составляет не 
более 1–2 %. 
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Рис. 4 

При произвольном выборе разбиения начального вектора на 
[ ]Th,h,h,h,h,h,hH 7654321

1 ∆∆∆∆∆∆∆∆ = и [ ]Th,h,h,hH 111098
2 ∆∆∆∆∆ = после 

выполнения первой итерации по условию (22) формируются новые вектора 
[ ]Th,h,h,h,h,hH 11109765

1 ∆∆∆∆∆∆∆ =  и [ ]Th,h,h,h,hH 84321
2 ∆∆∆∆∆∆ = , которые 

практически совпадают с выбранным разбиением по условию максимальных 
отклонений невязок. 

При выполнении расчетов выбирались различные варианты разбиения векто-
ра параметров. На рис. 5 представлены результаты идентификации для следующих 
вариантов разбиения вектора параметров: [ ]Th,h,h,h,hH 1110976

1 ∆∆∆∆∆∆ = , 2H∆ =  

[ ]1 2 3 4 5 8
Th , h , h , h , h , h= ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆  (соответствует обозначение ■);  [ ]2

9 10 11
TH h , h , h∆ = ∆ ∆ ∆ , 

[ ]Th,h,h,h,h,h,h,hH 87654321
2 ∆∆∆∆∆∆∆∆∆ =  (соответствует обозначение ▲).  
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Сравнительный анализ показывает, что лучшие результаты достигаются, 
когда выбранные главные компоненты идентифицируемого вектора совпадают по 
геометрическому местоположению с компонентами действительного вектора 
распределения нагрузки, что подтверждает эффективность разбиения векторов и 
возможность снижения размерности задачи без ущерба для точности решения.  
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1x/L

P
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см

2

точное решение
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идентификации
для М1=5

результат
идентификации
для М1=3

 
Рис. 5 

Выводы. Полученные результаты показывают, что предложенный подход 
позволяет идентифицировать функцию нагружения с заданной точностью. Разло-
жение вектора параметров приводит к параллельным задачам параметрической 
идентификации существенно меньшей размерности. В результате декомпозиции 
происходит регуляризация задачи, улучшается обусловленность матриц, подлежа-
щих обращению. 
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УДК 532.5+523.9 

Перехрест В.І.1 
Дніпропетровський національний університет імені Олеся Гончара 

ПЛАНЕТАРНИЙ ВИХОР ТА ГІПОТЕЗИ ЛАПЛАСА І ВАЙЦЗЕКЕРА 
Новий точний розв’язок гідродинамічних рівнянь Ейлера, який описує систему 

сферичних та тороїдних вихорів, застосовується до моделювання процесів утворення Сонячної 
системи. Розв’язок дає хороше наближення основних параметрів геометрії та руху планет, а 
також долає відомі неузгодженості в гіпотезах Лапласа і Вайцзекера стосовно розподілу 
кінетичного моменту між Сонцем і планетами.   

Ключові слова: утворення Сонячної системи, гіпотези Лапласа і Вайцзекера, аналітичний 
розв’язок. 

Новое точное решение гидродинамических уравнений Эйлера, которое описывает 
систему сферических и тороидальных вихрей, применяется для моделирования процессов 
образования Солнечной системы. Решение даёт хорошее приближение основных параметров 
геометрии и движения планет а также преодолевает известные несоответствия гипотез Лапласа 
и Вайцзеккера относительно распределения кинетического момента между Cолнцем и 
планетами. 

Ключевые слова: образование Солнечной системы, гипотезы Лапласа и Вайцзеккера, 
аналитическое решение. 

New exact soluion of hydrodynamic equalizations of Euler, which describes the system of 
spherical and toroidal vortexes, used for the design of processes of formation of the Solar system. A 
solution gives the good approaching of basic parameters of geometry and motion of planets and also 
overcomes the known disparities of hypotheses of Laplace and Weytszekker in relation to distributing 
of kinetic moment between Sun and by planets. 

Key words: Formation of the Solar System, Hypotheses of Laplace and Weitszekker, analytical 
solution. 

Вступ. На протязі останніх 3-х століть було висунуто низку різних гіпотез 
про утворення планетарної системи Сонця. Найвідомішою є гіпотеза Лапласа про 
утворення Сонячної системи з первинної газо-пилової хмари – диска, який 
обертався навколо Сонця або того місця, де утворилося Сонце. У розвиток цієї 
гіпотези 1944 р. німецький вчений Вайцзекер висловив припущення, що в 
допланетній хмарі існувало стільки первинних вихорів, скільки є великих планет 
[1; 9]. Далі цей підхід розвивали Чандрасекхар, Кьойпер [10], Тер Хаар [11], Г.Юрі, 
В.С. Сафронов [6; 7], В.Г.Фесенков. Більшість з них а також визначний англійський 
астроном Ф.Хойл [12; 13] дотримуються погляду, що Сонце і планети 
утворювалися одночасно з однієї газопилової туманності. Однак усі дослідники 
відзначають, що на цьому шляху виникають радикальні труднощі у поясненні 
існуючого розподілу кінетичного моменту між Сонцем і планетами, а саме того 
факту, що маса Сонця складає 99 % маси Сонячної системи, а його кінетичний 
момент містить лише 2 % кінетичного моменту всієї системи. 

Попри існування кількох вдалих емпіричних наближень деяких глобальних 
параметрів Сонячної системи, таких як закон Тиціуса–Боде [2], закон ізохронності 
обертання [1] та ін., більшість дослідників [1; 2; 8; 12] відзначають, що жодній з 
існуючих космогонічних гіпотез не вдається переконливо пояснити основні 
закономірності та особливості будови Сонячної системи, і ця обставина породжує 
скептичне ставлення до питання про розв’язання проблеми походження космічних 
систем, подібних до Сонячної. Дещо дивною здається та обставина, що більшість 
спостережень зоряних систем і галактик вказують на їх вихрову структуру, але 
стосовно Сонячної системи така аналогія сприймалася лише небагатьма вченими, 
починаючи з Вайцзекера. 
                                                 
1 © В.І. Перехрест, 2009 
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Хоча потім ідеологія вихрового походження Сонячної системи в різних 
варіантах використовувалася дослідниками, наприклад: «Доречно припустити, що 
маса М планети чи супутника спочатку була розподілена по тороїдному об’єму 
вздовж сучасної орбіти тіла» [1]. Нижче ми теоретично будуємо  подібні тороїдні 
вихори та показуємо реальність такої еволюції мас у них. 

У даній статті досліджено отриманий недавно [3] новий точний розв’язок 
гідродинамічних рівнянь Ейлера, який математично обґрунтовує вихрову гіпотезу 
Вайцзекера і закладає основи вихрової теорії утворення Сонячної системи. 
Зокрема, позитивно вирішується і згадана вище проблема несумірності мас та 
кінетичних моментів Сонця і планет та находять пояснення деякі інші 
закономірності руху тіл Сонячної системи (далі скорочено СС). 

Планетарний вихор – аналітичний розв’язок. У [3] за допомогою  
комбінованого методу відокремлення змінних було побудовано новий точний 
розв’язок гідродинамічних рівнянь Ейлера у сферичних координатах для випадку 
осьової симетрії та синусоїдальної залежності полів від меридіональної 
координати, що припускалося в [4;5], починаючи з класичних робіт Стокса і Хілла. 
При цьому перший інтеграл рівнянь руху, який дає функціональний зв’язок між 
функцією течії Ψ(y,θ) та обертальними швидкостями Vφ , було вибрано в 
лінійній формі 

0С , V / r sinϕΓ Ψ Γ θ= = ,   (1) 

а швидкості виражаються через функцію течії Ψ(y,θ) і потенціал обертання Γ(y,θ) як 
звичайно [6], у формі 

( ) ( )
1 12 0

r
C

V r sin V r sin ,  V
r r sinθ ϕ

ΨΨ Ψθ θ
θ θ

− −∂ ∂
= − = =

∂ ∂
,     (2) 

що забезпечує тотожне виконання рівняння нерозривності. 
Вище r , θ, φ – сферичні координати,  y = C0 r безрозмірна радіальна координата. 
Очевидно, що параметр С0 визначає інтенсивність обертання у течії, яка будується. 

Далі в рівняннях руху відокремлюються змінні шляхом представлень 

( ) ( ) ( ) 2y T , T sinΨ Φ θ θ θ= = ,      (3)  

( ) ( )( )0 2 2
2

p f y f y cosρ θ= + ,     (4)  

і для однієї визначальної функції Φ(y) зрештою отримано лінійне диференціальне 
рівняння третього порядку зі змінними коефіцієнтами вигляду 

( ) ( )3 2 2 22 2 2 4 0y y y y y .Φ Φ Φ Φ′′′ ′′ ′− + − + − =   (5) 

Це рівняння проінтегровано аналітично у сферичних функціях Бесселя і 
насамкінець у відповідності з (3) отримано функцію течії 

2 2
1 2 3

sin y cos yС y C cos y C sin y sin ,
y y

Ψ θ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (6)  

де С1, С2, С3  – довільні сталі. Оскільки третій доданок дає розрив з особливістю 
типу О( y-1) при y→0, то з умови неперервності функції течії у всьому просторі 
покладемо С3 = 0. 
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Далі за формулою (4) побудовано поле тиску, яке у безрозмірному вигляді 
виражається формулою 

( )
4 2

2 2 2 2 0 2
2 2 2

0

41 2p
p

C C
P sin , ,

y y V

χ
Φ ΦΦ Φ Φ θ χ

⎡ ⎤
′′ ′= + − + − + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
  (7) 

де 0P p / p= – безрозмірний тиск, 0 02V p / ρ= – швидкість гальмування, p0 – тиск 
у лобовій точці непроникної сфери при  θ = 0. 

За формулами (2) будуємо поля швидкостей: 

2
2 0 1 2

12r
sin yV C C cos y cos

yy
α θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
, 

2
2 0 1 2

12 sin y sin yV C C cos y sin ,
y yy

θ α θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
          (8) 

2
2 0 1 2

1 sin yV C C y cos y sin .
yy

ϕ α θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

Легко бачити, що перший доданок у формулі (6) за формулами (2) породжує 
течію, що складається з поступального руху простору зі швидкістю 

2
2 0 12V C C α∞ = − та квазітвердого обертання з кутовою швидкістю 3

2 0 1C Cω α∞ = . 
Другий доданок являє собою диполь з моментом М = С2. Таким чином, у результаті 
взаємодії гвинтового руху простору з диполем на початку координат утворюється 
система сферичних та тороїдних вихорів, яка описана нижче. При цьому параметр 
α1 дорівнює відношенню 

1 2
02

V
C M

α ∞= − , а параметр гвинта 0
2

C
V
ω∞
∞
= − .    (9) 

Кінематика планетарного вихора. Ізолінії функції (6) ( )y, constΨ θ =  
зображають у перерізі поверхні ліній течії осесиметричних вихроутворень (рис.1), 
які являють собою низку тороїдних вихорів, кількість і параметри яких залежать 
від основного визначального параметра α1. Вибір параметра α1 у межах  
–0,01935 ≤ α1 ≤ 1/3 з рухом від 0,333333 до нуля приводить до появи у вертикальній 
закрученій течії спочатку однієї непроникної сфери з одним тороїдним вихором у 
ній, потім 3-х сфер з одним вихором у центрі та одним вихором у кожному 
кульовому шарі між ними. При цьому зовні останньої сфери в горизонтальній 
площині існують замкнуті торові області-вихори, які обтікаються незамкнутими 
наскрізними лініями течії (рис.1). Останні появляються і множаться при зміні 
параметра α1. Вивчимо ці процеси детальніше. 

На непроникних сферах, очевидно, виконується умова ( ) 0r sV y y= = , яка з 
огляду на вирази (6) породжує рівняння 

( ) ( )1 2
1 sin yy , y cos y .

yy
ϕ α ϕ

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
       (10) 
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Числовий та графічний аналіз функції φ(y) дає такі результати: область її 
значень на осі y∈[0,∞) є  –0,3333333 ≤ φ(y) ≤ 0,0193474; y(0) = ymin= –1/3; функція 
має коливний затухаючий характер, причому ( ) 0

y
lim yϕ
→∞

= . Нулі, точки 

екстремумів та значення перших 6-и екстремумів функції (10) зведено до таблиці 1.  
Отже, при значеннях –0,0193474 ≤ α1 ≤ 1/3 у течії виникає хоча б одна 

непроникна сфера або низка вкладених сфер, між якими існує один тороїдний 
вихор. Навпаки, при 

1 11 3 0 0193474/ , ,α α> < −  

рівняння (10) не має коренів, відповідно не існує непроникних для течії сфер, – 
вертикальна гвинтова течія отримує лише незначне збурення в околі центру. 

Далі досліджено, що значення екстремумів функції φ(y) з таблиці 1 є точками 
біфуркацій течії за параметром –α1. Точніше, для значень параметра  
0,3333333 ≤ α1< 0,0098367 в течії буде існувати лише одна непроникна сфера, для 
проміжку 0,0098367 ≤ α1< 0,00384648 існують 3 сфери, далі 5 сфер і т. д. 

Для від’ємних значень α1 ситуація аналогічна: на інтервалі  
–0,0193474 ≤ α1 < –0,00584743 існує 2 сфери, для –0,00584743 ≤ α1< –0,00271282 
4 сфери і т.д. Несиметрія у характері течії при додатніх та від’ємних значеннях α1 
та поява відразу 2-х сфер при переході через біфуркаційні точки пояснюється тим,  

 

 
Рис. 1 

 
що при зміні знака α1 змінює напрям вертикальна течія, тобто V∞, а орієнтація диполя, 
тобто центрального вихору, не змінюється. Подальші топологічні міркування і 
обґрунтовують вказані властивості біфуркацій течії (рис.1). Оскільки вихори в сусідніх 
кульових шарах обертаються у протилежних напрямах, а напрям руху вихора в 
крайньому шарі між сферами визначається напрямом обтікання останньої сфери 
(зверху вниз чи знизу вгору), то при неперервній зміні α1 або ж V∞ одного знаку 
(напряму), зовнішня сфера повинна обтікатися в одному й тому ж напрямі. При 
біфуркаціях це можливо лише при одночасній появі 2-х замкнутих сфер. 

З формул (8) видно, що на непроникних сферах також і  Vφ = 0, – залишається 
ненульовою лише меридіональна складова швидкості Vθ, яка є неперервною при 

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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переході через ці сфери. У цьому є вирішальна перевага даного розв’язку перед [4; 
5], в яких застосовуються процедури спряження внутрішнього та зовнішнього 
розв’язків на сферах. 

Відомо, що центри вихрових зон та точки перетину сепаратрис є особливими 
точками векторних полів швидкостей (8) у площині (r, θ) . Необхідними умовами 
для таких точок є  

( )

( )

0

0

rV y, ,

V y, .  θ

θ

θ

=

=
           (11) 

З  формул (8) випливає, що перше рівняння (11) тотожно задовольняється при  
θ = π/2, тобто особливі точки лежать у горизонтальній площині. Тоді з другого 
рівняння (11) при   θ = π/2 отримуємо рівняння 

( ) ( ) ( )1 2
12 0 0

y

sin y sin yy , y cos y , lim y .
y yy

α β β β
→∞

⎛ ⎞
− = = + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (12) 

Кількість та значення коренів цього рівняння також визначаються 
параметром α1. Функція β(y) є коливною затухаючою, β(0) = 0,6666667, – тому 
перший корінь y1= 0 з’являється при α1 = 0,3333333 – це узгоджується з появою 
першої центральної сфери з центром у нулі. 

Таблиця 1 
 
№ Нулі y0i Точки екстремумів Екстремуми 

max/min 
Значення 

екстремумів 
0 – 0,000000 min –0,3333333 
1 4,497798 6,681435 max 0,0193474 
2 7,696046 9,715566 min –0,0098367 
3 11, 00371 12,79271 max 0,00584743 
4 14,18798 15,89240 min –0,00384648 
5 17,21866 19,00485 max 0,00271282 

 
Ясно, що при α1= 0 рівняння (11) буде мати безліч коренів, при значеннях α1 з 

проміжку  – 0,0193474 ≤ α1 ≤ 1/3 множина коренів буде скінченною. Чисельний 
аналіз рівняння (12) показує, що його корені дають як значення координат центрів 
yц внутрішніх та зовнішніх торів, так і точок yc самоперетину замкнутих 
сепаратрис, які виокремлюють зовнішні торові вихори (рис.1). Паралельне 
дослідження та розв’язування рівнянь (10) та (12) дозволяє простежити структуру 
планетарного вихору та його перетворення при варіюванні параметра α1. 

Так, за наявності однієї сфери в діапазоні  0,3333333 > α1> 0,0098367 
можливо існування від нуля до 7 зовнішніх відокремлених вихрових торів, при –
0,0193474  ≤ α1 <   –0,00584743 і двох непроникних сферах можливо утворення від 4 
до 12 зовнішніх вихорів. Для вихора-аналога Сонячної системи з 9-ма планетами 
було підібрано значення α1 = –0,0076, якому відповідає планетарний вихор з 9-ма 
зовнішніми тороїдами і двома непроникними сферами (рис. 1) 

Визначимо ще параметри обертального руху в планетарному вихорі та його 
складових. В особливих точках yi*, які задовольняють умовам (11), залишається 
лише колова швидкість Vφ, тому траєкторіями цих точок є кола відповідного 
радіуса. Її значення знаходимо з (8) при θ = π/2 , а кутова швидкість ω = Vφ / r на 
цих колах 
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3 3
2 0 1 2 0 12

1
y

sin yC C cos y , lim C C .
yy

ω α ω α ω∞
→∞

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + − = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

          (13) 

Якщо скористатися рівнянням (11) для особливих точок, то формулі (12) 
можна надати ще такого вигляду 

3 3
2 0 1 2 0 13 3

y*

sin y** С С , lim * C C .
y*

ω α ω α
→∞

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (14) 

Підрахунки координат особливих точок типу центрів і сідел при α1 = –0,0076 
та їх кутових швидкостей обертання дають характеристики планетарного вихора-
аналога СС, які подано в табл. 2. Всі особливі точки yi* ( i = 1,2,.., 11) розділено на 2 
групи – центри з координатами yц та сідла з координатами yс. Відповідно в таблиці 
2 подано кутові швидкості їхнього обертання ωц та ωс з точністю до масштабного 
множника С2С0

3. З табл.2 видно, що всі зовнішні тори та їх центральні кола 
обертаються в один бік (за часовою стрілкою), тоді як у точках-сідлах рух 
відбувається проти часової стрілки. Останні і є аналогами тих 
«шарикопідшипників», які фігурують у вихровій гіпотезі Вайцзекера [8;9]. Цікавим 
є також порівняння поведінки кутових швидкостей обертання середовища ω∞ (13) і 
центрів вихорів ω* (14) на нескінченності: ω* – ω∞ = 2ω∞, тобто віддалені вихори 
обертаються відносно закрученого простору в 2 рази швидше, ніж цей простір. 

Таблиця 2 

№ вихора 
(планета) 

1 
Сонце 

2 
Сонце 

3 
Меркурій 

4 
Венера 

5 
Земля 

6 
Марс 

yц (центри) 2,7978237 6,0211171 9,4634741 15,889283 22,292278 28,691010 
ωц  – 0,135664 +0,027828 –0,0111120 –0,003851 –0,001895 –0,0010937 
yс (сідла) – – 12,296051 18,509798 24,706906 30,894425 
ωс – – 0,00651752 0,00280445 0,0015193 0,0009253 
yсф (сфери) 4,663479 7, 304492 – – – – 

 
№ вихора 
(планета) 

7  
Юпітер 

8  
Сатурн 

9 
Уран 

10 
Нептун 

11 
Плутон 

yц (центри) 35,091874 41,499407 47,919189 54,361419 60,855186 
ωц -0,0006877 –0,00045061 –0,00029839 –0,00019056 -0,0001025 
yс (сідла) 37,073244 43,241733 49,395705 55,525718 61,603131 
ωс 0,00060116 0,00040308 0,00027069 0,00017392 0,00009242 
yсф (сфери) – – – – – 

 
Внутрішні 2 тори обертаються у протилежних напрямах, причому 

центральний – у той же бік, що і всі зовнішні. Оскільки і Сонце, і планети 
обертаються в один бік, то залишається допустити, що момент кількості руху 
центрального вихора був більшим, ніж другого, який попав у другу сферу. Але 
принаймні ясно, що наявність двох протилежно закручених вихорів усередині двох 
замкнутих сфер може звести сумарний кінетичний момент близьким до нуля або 
додатнім чи від’ємним – усе залежить від густин первинної туманності в цих 
областях та подальшого перебігу еволюційних процесів формування Сонця. 

Користуючись формулою (6) для Vφ, підрахуємо момент кількості руху 
центральної кулі та першого кульового шару відносно осі Оz за формулою 
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Після обчислення усіх інтегралів маємо 

2

1

5 21 2
2
0

83
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y

z m m
y

Csin yM K y y sin y y cos y , K
y С

α πρ⎡ ⎤⎛ ⎞
= + + − =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
.     (15) 

Для центральної кулі покладемо у (15) y1 = 0, y2 = 4,663479 і отримаємо  
Mz0 = –22,76231Km; для першого кульового шару відповідно y1 = 4,663479, а  
y2 = 7,304492, і Mz1 = 45,54172Km. 

Як видно, кінетичні моменти дійсно протилежного знаку, причому 
кінетичний момент шару в 2,00075 рази більший за кінетичний момент центральної 
кулі. Сумарний кінетичний момент і отже кутова швидкість за умови однакової 
густини мас у цих областях при об’єднанні були б додатними, і таке теоретичне 
Сонце оберталося б проти напряму обертання планет. Але варто лише взяти 
густину області центрального вихора в 2,5 рази більшою, і обертання змінить свій 
напрям. Між тим, експериментальні оцінки густин у Сонці стверджують [14], що 
при середній густині Сонця ρс =1,4 г/см3 густина в центральній частині – ядрі 
Сонця доходить до ρц = 160 г/см3. Це дає підстави допускати, що і первинний 
розподіл густин був нерівномірним з подібною перевагою в центрі, що і 
спричинилось до сумарного обертання Сонця в один бік з планетами. 

Динамічні характеристики планетарного вихора. Щоб наблизитися до 
розуміння того, як в описаному вище планетарному вихорі будуть рухатися гази, 
частинки чи тіла, проаналізуємо поле тиску (7) та поле вектора G* grad p= −

r
, який 

є виштовханою об’ємною силою Архімеда, що діє на всі тіла, поміщені у течію.  
Оскільки сила Архімеда пропорційна густині середовища, зазначимо, що 

густина міжпланетного простору є досить малою величиною порядку 10-20 [6; 14], але 
густина газопилової суміші у первинній хмарі була, звичайно, набагато більшою. 

Перетворимо формулу (7) для тиску з урахуванням виразів (6) для функції 
Ф(y), а також за допомогою функцій 

( ) ( )1 12 2
1 12sin y sin y sin yF y cos y , f y cos y ,

y y yy y
α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≡ + − ≡ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(16) 

через які рівняння для непроникних сфер (10) та особливих точок (12) записуються 
у вигляді 

( ) { } ( ) { }0 0si iF y y y , f y y y *= ⇒ = = ⇒ = .  (17) 

Тоді отримаємо 

2 2 2 2 2 21 4 2p
sin yP F cos y F f F cos y sin

y
χ θ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
= + − + − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
. (18) 

У центрі, при θ = 0 y =0 маємо 

( ) ( )20 10 0 1 4 1 3pP P , /χ α≡ = − − ,     (19) 
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таку ж величину отримуємо з (17) і при y = 0 , θ = π/2, що говорить про коректність 
наших формул. 

Обчислення показують, що найбільше падіння тиску спостерігається у центрі 
течії, тобто значення (19) є мінімумом тиску в околі центра. На осі θ = 0 вираз (18) 
спрощується і набуває вигляду 

( ) ( )2 2
10 1 4 0 1 4p p

y
P y, F , i P lim P y, ,χ χ α∞

→∞
= − ≡ = −           (20) 

так що різниця тиску  ( )0 14 1 9 2 3pP P P / /∆ χ α∞≡ − = − ; звідки видно, що залежно 
від  значення α1 ця різниця може бути різною навіть за знаком. Так, при  
α1 = 0,3 (одна сфера) ∆P = –0,3555556χp < 0; а при α1 = –0,0076 (дві сфери)  
∆P  = 0,4647111χp > 0. Але за наявності в течії сфер тиск у лобовій точці сфери  
(θ = 0, y = ys  ) завжди Ps = 1, оскільки на сферах   F(y5) = 0. 

Загалом, на осі θ = 0 тиск є обмеженим і при y → ∞ .У перпендикулярному 
напрямі – вздовж осі θ = π/2 у формулі тиску при y → ∞ виділяється обмежений 
доданок (– 4 α1

2– 2α1cosy ) та необмежений  y2F2 . Останній викликаний тим,  що 
поле швидкостей течії містить квазітверде обертання навколо осі Оz , внаслідок 
якого швидкості необмежено зростають вздовж радіуса, а тиск відповідно падає. 

Перейдемо до аналізу векторного поля градієнта тиску 
P PG gradP ,
y y θ

⎧ ⎫∂ ∂
= = ⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭

r
. Найпростіше оцінити величини градієнтів вздовж осі θ = 0, 

обчисливши похідну від (18) 

0 2
1 38 p

dP dF dF sin yF , cos y sin y
dy dy dy y yy

θ χ=
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − = − − +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

. (21) 

Оцінка похідної (21) дає ( ) ( ) 0F y O y , y′ = → , і значить ( ) 00 0yP θ=′ = . 

Аналогічна оцінка виразу (18) на промені θ = π/2 теж дає ( ) 20 0y /P θ π=′ = . Таким 
чином, у центрі вихора маємо абсолютний мінімум функції тиску зі значенням (19); 
далі на промені θ = 0 тиск різко зростає і, зрештою, встановлюється в околі 
значення P = 1.  

Побудову векторних полів сили Архімеда *G gradP= −
r

в області течії було 
виконано у пакетах Maple10 та Mathlab для центральної частини вихору 0 ≤ y ≤ 8 
(рис.2 ) а також для периферійної області в межах 6 ≤ y ≤ 26 (рис.3) Ці градієнтні 
поля мають деякі характерні властивості, які також прояснюють кілька аспектів 
утворення та еволюції мас і тіл  у Сонячній системі. 

По-перше, у центральній частині, в межах перших двох сфер існує сильне 
доцентрове поле сили Архімеда, яке повинно було б стягнути усі частинки й маси 
до центра, утворивши масивне центральне тіло – Сонце. При цьому на відміну від 
точок простору, які не перетинають 2 непроникні сфери з радіусами 4,66348 та 
7,30449 (на рис.2 внаслідок різних масштабів кола набули вигляду еліпсів), 
частинки та гази можуть перетинати ці сфери, оскільки вектори  *G

r
перетинають 

сфери ззовні всередину і діють у великому околі порядку ∆y = 10 (рис.2). Далі, з 
картини градієнтних полів видно, що на вертикальній осі в околі точки y ≅ 2 
існують дві симетричні «градієнтні ями» з досить значними величинами градієнтів, 
які у 10 –50 разів перевищують їх значення на периферії радіусів, де y > 10. 
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Рис. 2. 

З картини векторного поляG*
r

 для діапазону 6 ≤ y ≤ 26 (перші зовнішні 4 
центри) видно (рис.3), що точки-центри вихорів є притягальними для сили 
Архімеда у деякому їх околі порядку ∆y ≅ 3 ( ∆r ≅ 3·1011 м). Навпаки, сідла yc є 
точками відштовхування частинок полем сили Архімеда; до того ж  вони є 
кінематично нестійкими для переносної течії у вихорі як сідлові точки поля 
швидкостей простору.  

 
Рис. 3. 

1 

1 2 3 4 
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Звертає на себе увагу  і та особливість градієнтних полів, що в околі ∆y = 3 
горизонтальної осі (площини) градієнтне поле спрямоване до цієї площини, маючи 
періодичні згущення в околі центрів – зародків формування майбутніх планет. 
Саме це поле могло з часом зігнати всі частинки і маси в горизонтальну площину – 
площину Лапласа, а в ній – в околи центрів. 

Градієнтне поле 1-го вихора має найменший окіл притягування, бо, як видно 
з рис. 2, на нього дуже впливає сильне поле 2-х центральних вихорів, які 
«забирають» частинки зліва від околу цього вихора і зрештою спрямовують їх до 
центра системи. 

Порівняння параметрів планетарного вихора з параметрами СС. Орбі-
тальні й фізичні параметри Сонячної системи наведено нижче у таблиці 3. Запропо-
нована вище аналогія планетарного вихора з первинним вихором, що створив 
Сонячну систему, виходить з того, що параметр цього вихора за кількістю 9 зов-
нішніх вихорів-планет прийнято α1 = – 0,0076. Але цей параметр виражається через 
3 інші визначальні параметри V∞, C0 та M, які бажано визначити з реальних даних. 

Перший з них – поступальна швидкість руху Сонячної системи разом із 
Сонцем у космічному просторі оцінена [14] і складає V∞ = 217000 м/с. Залишається 
лише уточнити, чи ортогональна ця швидкість до площини екліптики системи, як у 
нашій моделі. 

Закрученість простору характеризується параметром С0, для визначення 
якого є такі підстави. Формули (6), (8) а також структура ліній течії (рис. 1) 
показують, що при y → ∞ у функції течії та полях швидкостей залишаються 
незатухаючі періодичні хвилі збурень з періодом 2π,– це так звані гіроскопічні 
хвилі Кельвіна. Центри торових вихорів при великих значеннях y розташовані на 
гребенях цих хвиль і віддалені між собою на відстань ∆y = C0∆r = 2π. Звідси, 
знаючи реальні відстані між далекими планетами (а вони вирівнюються і складають 
∆r98 = 14,12·1011м,  ∆r87 = 16,27·1011м, ∆r76 = 14,43·1011 м), можна знайти С0 = 2π/∆r. 
Якщо взяти середнє з цих трьох значення ∆r = 14,94·1011 м, то отримаємо  
С0 = 0,42056·10-11м-1. 

Для надійного визначення цього параметра можна ще скористатися 
параметрами руху найдальшої планети – Плутона, на первинний рух якої мало 
вплинули подальші зміщення, викликані концентрацією мас та силами тяжіння 
Сонця й інших планет. А саме, з таблиці 2 y9 = C0 r9 = 60,855186, а реальний радіус 
Плутона r9 = 59,08·1011м. Отже, С0= 1,03·10-11 м-1, що є величиною того ж порядку, 
що й вище. 

Підрахунки за (9) момента диполя М при V∞ = 200·103 м/с та С0= 10-11 м-1 
дають значення  М = 0,131579·1030 м3/с, тоді як маса всієї Сонячної системи  
Мс = 1,99177·1030 кг, що при середній густині ρc ≅ 1,41·103 кг/м3 дає об’єм порядку 
1,412603·1027 м3. Це і логічно, оскільки сучасна маса системи знаходиться у 
сконцентрованому вигляді, а первинна маса хмари була роззосередженою з 
набагато меншою густиною. Наприклад, якщо взяти ρc = 3 кг/м3, то одержимо об’єм 
Q = 0,6639233·1030м3 одного порядку з витратою диполя М. 

При порівнянні кутових швидкостей обертання центрів вихорів (13) з 
реальними кутовими швидкостями планет СС (таблиця 3) ми підібрали 
невизначений множник С2С0

3 так, щоб урівняти кутові швидкості обертання Землі. 
Тоді відповідні графіки кутових швидкостей теоретичної моделі та нашої планетної 
системи матимуть вигляд рис. 4. З цього порівняння видно, що обидві спадні 
залежності степеневого вигляду якісно подібні. Кількісно ж усі планети мають 
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дещо менші кутові швидкості порівняно з швидкостями центрів вихорів 
теоретичної моделі. Можна припустити, що такі відхилення сталися у процесі 
еволюції від первинної хмари до сконцентрованих тіл, оскільки процеси злипання, 
акреції, випромінювання та ін. відбуваються із втратою кінетичної енергії. 

Таблиця 3 
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0 Сонце   217, 00 1989,1 69,55 279,756  

1 Меркурій 0,579 0,579 48,89 0,000333 0,244 84,4387 116,719 
2 Венера 1,081 0,502 35,0 0,00487 0,6053 32,3774 40,4576 
3 Земля 1,495 0,414 29,77 0,00597 0,6378 19,9130 19,9130 
4 Марс 2,278 0,783 24,22 0,000642 0,339 10,6321 11,4976 
5 Юпітер 7,778 5,5 13,07 1,900 7,14 1,68038 7,22654 
6 Сатурн 14,26 6,482 9,65 0,569 6,04 0,67672 4,74325 
7 Уран 28,69 14,43 6,80 0,0868 2,35 0,23702 3,14495 
8 Нептун 44,96 16,27 5,43 0,103 2,23 0,12077 2,01132 
9 Плутон 59,08 14,12 4,75 0,0011 ? 0,08040 1,09023 

 

 
Рис. 4 

Проведений вище аналіз градієнтних полів тиску дає реальне пояснення 
таких важливих властивостей Сонячної системи як: а) утворення масивного 
центрального тіла – Сонця; б) формування планет навколо центрів притягання 
торових вихорів завдяки силі Архімеда; в) стягування частинок і мас до однієї 
площини – площини Лапласа. При цьому, оскільки градієнтне поле сили Архімеда 
в центральній частині в 10 –50 разів інтенсивніше за поля на периферії, то Сонце 
формувалося набагато швидше, ніж планети. Тому частково правими можуть бути 
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ті дослідники [8], які розглядали процеси формування і еволюції планет під 
впливом уже існуючого Сонця. 

Нарешті, запропонована теорія долає найрадикальнішу суперечність 
попередніх гіпотез, які не спроможні були пояснити існуюче співвідношення між 
кінетичними моментами Сонця та тіл планетної системи Сонця.  

Дискусійним також є питання про те, скільки торових вихорів було у 
первинній дисковій газопиловій хмарі. Наприклад, Лаплас вважав, що спочатку 
формувалося 10 кілець, але одне з них не сформувалося у планету, а розсипалося на 
пояс астероїдів. Теоретична модель з двома внутрішніми вихорами і двома сферами 
допускає існування до 12 зовнішніх вихорів, – їх і справді могло бути більше 9-и. 
Бо, якщо за Плутоном хмара була дуже розрідженою, то відповідне згущення важко 
спостерегти через його незначні розміри та густину, і ми просто не знаємо про його 
існування. 

Очевидно, що на шляху до створення вихрової теорії походження та еволюції 
Сонячної системи від первинного планетарного вихора до її сучасного стану 
залишається ще багато таких аспектів, як: об’єми і маси торових кілець та планет; 
утворення систем супутників планет та астероїдів; урахування сил тяжіння великих 
тіл; характеристики власного обертання планет та ін. Автор сподівається частину з 
цих проблем дослідити на основі механіки суцільних середовищ і небесної 
механіки, – інша ж частина потребує широкого залучення методів астрофізики. 
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УДК 517.9.532 

В. І. Перехрест, О. А. Мельник   
Дніпропетровський  національний  університет імені Олеся Гончара 

ГРАДІЄНТНА МОДЕЛЬ РОЗВИНЕНОГО ЦИКЛОНУ - ТОРНАДО ТА 
ПРИЧИНА ПОЯВИ ЗАКРУЧУВАННЯ В ТЕЧІЯХ ІДЕАЛЬНОГО ГАЗУ 

 На основі спеціального методу інтегрування гідродинамічних рівнянь Ейлера одержано і 
досліджено окремий випадок розв’язання цих рівнянь у степенево - експонентних функціях. Цей 
розв’язок описує закручений ізольований циклонічний вихор типу торнадо у півпросторі з 
неперервними параметрами руху, який при зменшенні градієнтів тиску вироджується в 
незакручену ламінарну течію. Досліджено поля швидкостей та тиску в цих течіях та критичні 
параметри градієнтної катастрофи, пов’язаної з появою закручування. 

Ключові слова: аналітичний розв’язок, вихор-торнадо, градієнтна катастрофа. 

На основе специального метода интегрирования гидродинамических уравнений Эйлера 
получен и исследован частный случай решения этих уравнений в степенно-экспоненциальных 
функциях. Это решение описывает закрученный изолированный циклонический вихрь типа 
торнадо в полупространстве с непрерывными параметрами движения, который  при 
уменьшении градиентов давления вырождается в незакрученное ламинарное течение. 
Исследованы поля скоростей и давлений в таких течениях а также критические параметры 
градиентной катастрофы, связанной с появлением закручивания. 

Ключевые слова: аналитическое решение, вихрь-торнадо, градиентная катастрофа. 

On the basis of the special method of integration of hydrodynamic equations of Euler got and 
investigated the special case of solution of these equations at hyperbolic functions. This solution 
describes the involute isolated cyclonic vortex of type of tornado in half-space with the continuous 
parameters of motion, which  at decreasing of gradients of pressure degenerates in an uninvolute flow. 
The fields of speeds and pressures in such flows and also critical parameters of gradient catastrophe, 
related to appearance of involution were investigated. 

Key words: analityc solution, vortex-tornado, gradient catastrophe. 

Загальна теорія. У [1 – 3] розроблено спеціальний метод інтегрування та 
представлена таблиця розв’язків гідродинамічних рівнянь Ейлера для 
осесиметричних течій. Ці розв’язки, зокрема той, що розглядається нижче, є 
неперервними в околі осі  й долають суперечності кусково-неперервної моделі  
атмосферного циклону, запропонованої Мілн-Томсоном [3]. 

Перевагою даного методу є той факт, що тиск знаходиться у формі поля в 
області течії, а не з інтеграла Бернуллі вздовж невідомих ліній течії, – це дозволило 
отримати і дослідити градієнтну картину циклонів типу торнадо. 

Метод полягає у введенні нової радіальної змінної 

 
2

2
arξ =  (1) 

та представленні функцій течії Ψ, Γ, введених як звичайно [4]: 

 1 1
r xV , V , V

r x r r rϕ
∂Ψ ∂Ψ Γ

= − = =
∂ ∂

 (2) 

у відокремлених змінних 

 ( ) ( ) ( ) 0,x X x , Cξ ξΨ = Φ Γ = Ψ . (3) 

                                                           
  © В. І. Перехрест, О. А. Мельник, 2009 
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Вище через r xV , V , Vϕ  позначено складові вектора швидкості в циліндричних 

координатах  ( ) 0r , x, , C , aϕ  – додатні константи. 
Функція тиску задається також у спеціальному вигляді 

 ( ) ( )2 2
0 02

p p p a fρ ξ⎡ ⎤= + − Ψ⎣ ⎦
% , (4) 

де ( ) ( )0p , fξ ξ – невідомі функції; p, ρ – тиск та густина середовища в області 
течії; 0p%  – тиск у заданій точці простору ( )0 0 0r , x ,ϕ . 

Підстановка (2) перетворює рівняння нерозривності на тотожність, а система 
трьох гідродинамічних рівнянь Ейлера після вибору функції Х(х) у вигляді  

 ( ) 1X x a sh xλ= , (5) 

зводиться [ 3 ] до одного лінійного диференціального рівняння зі змінними 
коефіцієнтами вигляду: 
 ( ) 0m b / ξ′′Φ + + Φ = , (6) 

де 2m k= ±  – довільна стала, b – параметр, що виражається через вихідні параметри 
0C , a, , kλ ;  вираз для нього наведено нижче. 

Рівняння (6) у загальному вигляді за допомогою перетворення 

 ( ) ( )2 2z k u z z exp z /ξ= Φ = −  (7) 

зводиться [ 3 ] до виродженого гіпергеометричного рівняння 

 ( )2 0 1 2zu z u u , b / k ,α α′′ ′+ − − = = −  (8) 

розв’язками якого є вироджені гіпергеометричні функції [4]. Тут ми розглядаємо 
найпростіший розв’язок рівняння (1.8)  

 1 1u const C= = , (9) 

який відповідає значенню параметра 0α = , що за (8) породжує певне 
співвідношення , а саме (11) між параметрами задачі; другий фундаментальний 
розв’язок 2u  є розривним, і з вимоги неперервності в точці 0ξ =  ми його 
відкидаємо, поклавши у відповідній лінійній комбінації 2 0C = . 

Після знаходження функцій Х(х) та Ф(ξ) з (5) і (7) знаходяться функції течії 
(3) та визначаються поля швидкостей (2) та тиску (4). 

Закручений гіперболічний циклон у півпросторі: кінематика та 
геометрія течії. Отже, при виборі функції Х(х) у вигляді (5) після відповідних 
перетворень одержуємо функції течії   

 ( ) 0ѓ µAk exp k sh x, ѓ ЎCξ ξ λ= − = Ψ , (10) 

причому для параметрів 0A, a, C , k , , bλ  з (1.8) маємо співвідношення 

 ( ) ( )2 2 2 2
1 1 0 0 0 02 4A a C , b C / a, ak C /λ λ= = + = +  (11)  

Складові вектора швидкості в циліндричних координатах знаходяться за 
формулами (2), (10) і мають вирази: 
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 ( )2 2r rV A y exp y ch xλ= − − , (12) 

 ( ) ( )2 21 2 2x xV A y exp y sh xλ= − − , (13) 

 ( )2 2V A y exp y sh xϕ ϕ λ= − , (14) 

де 0 0y y rβ β= =  , 0 02 2y C r / , r C /λ= =  – радіальні безрозмірні координати, а 
амплітуди  швидкостей є такими: 

 ( )2 2 2 2
0 0 0 01 1 1 4r xA A , A A , A A , де A A /ϕη η η η λ= + = + = + = . (15) 

Співвідношення між параметрами задачі даються формулами : 

 2 2
0 0 0 01 1, / C , C / ,β η η λ η λ β η= + = = = + . (16)  

Особливістю поля (2.5) є те, що ( ) 0 0x xV y ,x = = , тобто площина  0x =  є 
непроникною границею течії, і вона розвивається симетрично у верхньому й 
нижньому напівпросторах. Нижче ми розглянемо течію у верхньому напівпросторі 

0x ≥ . 
Далі, на початку координат – центрі циклону ( 0, 0) – маємо точку спокою, де 

 ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0r xV , V , V ,ϕ= = = . (17) 

Іншою точкою спокою є ( +∞, x ), оскільки 

 ( ) ( ) ( ) 0r x
y y y
lim V y ,x lim V y ,x lim V y ,x
→+∞ →+∞ →+∞

= = = . (18) 

На осі симетрії 0y =  ( )0 0rV ,x = , ( )0 0V ,xϕ =  – ненульовою є лише осьова 
швидкість 

 ( )0x xV ,x A sh xλ= , (19) 

яка монотонно зростає за законом sh xλ . На площині 0x =  ( ) ( )0 0 0xV y , V y ,ϕ= = , і 

лише ( )0 0rV y , ≠ . 
Для даної течії характерними точками (екстремумами, нулями та ін.) графіків 

швидкостей у радіальній координаті y є ті ж точки, що і в [2] 

 { }0 1 2 2y , , ,=  (20) 

і з тими ж властивостями, а саме: 
 ( )

[ )0
1 0r r r

y ,
V , maxV A / e

∈ ∞
= = − ,    (х = 0),  

 ( )
[ )0

0x x x
y ,

V ,x maxV A sh xλ
∈ ∞

= = ,     ( )2 0xV ,x = , (21) 
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 ( )
[ )

[ )2
0

2 0x
x x

y ,

AV ,x minV sh x, x ,
e

λ
∈ ∞

= = − ∈ ∞ ,  

 ( ) ( )
[ )

[ )
0

1 0
y ,

A
V ,x maxV y,x sh x, x ,

e
ϕ

ϕ ϕ λ
∈ ∞

= = ∈ ∞ .  

Через те, що 0y yβ= , а 2
0 1 1β η= + > , то порівняно з лінійним циклоном у 

напівпросторі [2], усі точки нулів та екстремумів { }0 1 2 2y , , ,=  та відповідно вся 

хвиля вихрового збурення зсуваються вліво, в напрямку осі симетрії. 
Для наочності побудуємо поле траєкторій шляхом інтегрування системи 

диференціальних рівнянь руху в змінних ( y ,x, ,tϕ ): 

 

2

2

2

2

2
2

0 2

2

1
2

2

y

x

y

x

y

x

dy A ye ch x
dt

dx yA e sh x
dt

Cd A e sh x
dt

λ λ

λ

ϕ λ

−

−

−

= −

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

 (22) 

Комбінуванням перших двох рівнянь знаходимо перший інтеграл системи 
(22) у вигляді 

 
2

2
0

y

ysh xe Dλ
−

= ,  де     
2

0
2

0 0 0

y

D y sh x eλ
−

= , (23) 
де ( 0 0 0 0y ,x , ,tϕ ) – координати початкової точки. Розв’язавши інтеграл (23) відносно 
змінної x , дістаємо рівняння твірних ліній осесиметричних поверхонь течії 

 
2

22
0 2

2
0

1 1 1
y

yD yx ln e e
y Dλ

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (24) 

Ці лінії мають очевидні властивості ( )
0y

lim x y
→

= +∞ , ( )
y
lim x y
→+∞

= +∞ , тобто при  

0y →  вони асимптотично наближаються до осі Ox , далі в деякій точці  1y y=  
спадають до мінімуму і знову при  y → +∞   ростуть до нескінченності (рис. 1а). 

Точку 1y  мінімуму ліній (24) можна знайти з необхідної умови екстремумів 
( ) 0x y′ = , яку простіше отримати безпосередньо з рівнянь руху (22) та умови 

0xV = , що остаточно дає 1 2y =  . 
Другий інтеграл віднаходимо комбінуванням першого й третього рівнянь 

системи (22) та подальшим виключенням змінної x  з інтеграла (2.15). Остаточно 
отримуємо: 

 
2

0

0 0
0

2 2
0

y

yy

C D dy

y D y e
ϕ ϕ

λ −
− = −

+
∫ . (25) 
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При 0y →  та y → +∞  інтеграл (25) є невластивим. Оскільки ( )0 0 0D = , 

підінтегральний вираз має асимптотики O( 2y − ) при 0y →  та O( 1y − ) при y → +∞  , 
то в обох цих точках він є розбіжним. Тому спіралевидні траєкторії нескінченно 
навиваються на вісь Ox  та закручуються на нескінченності (рис. 1б). 

Аналогічно, виключивши у першому рівнянні (2.14) змінну x  з інтеграла 
(23), знаходимо останній інтеграл – інтеграл часу 

 
( ) 2

0

0 2 2 2 20 0

8 y

yy

dyt t
C A D y eλ λ −

− = −
+ +

∫ . (26) 

При ( 0y , y ) → 0 lim ( )0 0 0D y = , і підінтегральний вираз в інтегралі (26) має 

асимптотику O ( )1y−  при 0y → . Тому й інтеграл часу (26) буде розбіжним при 

0y →  аналогічно інтегралу (25) для кута ϕ. 
Дана течія є вихровою, і вектор rot VΩ =  має компоненти: 

 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 0

2 2 2
0 0

2 2 2 2 2
0

1 2

1 1 1 2 2
2
1 1 1 2 2
2

r

x

A C y ch x exp y ,

A C y sh x exp y ,

A y y sh x exp y ,ϕ

η λ

η λ

λ η η η λ

Ω = + −

Ω = − + − −

⎡ ⎤Ω = − + − + −⎣ ⎦

 (27) 

Течія не є гвинтовою, оскільки з огляду на (22) та (27) 

 0
2

xr

r x

C
V V V

ϕ

ϕ

ΩΩΩ
− = = ≠ .  (28) 

Якщо звернутись до рівнянь вихрових ліній,  

 
r x

dr dx rd

ϕ

ϕ
= =

Ω Ω Ω
, (29) 

то з рівності перших двох відношень у (2.20) випливає, що поверхні течії (23) є 
також і вихровими поверхнями рівнянь (29). Отже, як стверджують теореми 
Гельмгольця [4], кожна вихрова трубка (23) утворюється однією й тією ж масою 
рухомої рідини, і теорема про збереження інтенсивності вихрових трубок доводять 
особливу стійкість цих утворень. Саму ж інтенсивність ΩΓ  вихрової трубки можна 
підрахувати інтегралом за поперечним перерізом трубки площиною 0x x= , який 
утворює круг { }00 0 2r r , ϕ π≤ ≤ ≤ ≤ , або через циркуляцію швидкості Vϕ  по колу 

0r r= :  ( )
0

0 0 0 0 0
0

2 2
r

xrdr r V r ,x AC Dϕπ π πΩΓ = Ω = =∫ , 

а 0D  – константа (23), що зберігає своє значення на поверхнях течії (24). 
Поле тиску і градієнтна картина лійок торнадо. Знайдемо поле тиску в 

напівпросторі, скориставшись представленням тиску (4). Функції p0(ξ) і (fΨ2) 
виражаються через  X(x) та Φ(ξ) таким чином [1]: 
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 ( ) ( )
2 2

2 2
0 2

a kp A ,λξ ξ
ξ

= − Φ  (30) 

 ( ) ( )2 2 2 2 2f X f X ′ ′′Ψ = Φ = Φ − ΦΦ . (31) 

Остаточно за формулами (2.23), (2.24) та з урахуванням (1.4) маємо: 

 ( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2 2 20
0 1 1

2
Ap p y sh x exp yρ

η η λ= − + + + −% . (32) 

Очевидно, що в центрі циклону маємо   ( ) 00 0p , p= % ,  такий же тиск буде і в другій 
точці спокою ( ],x+∞  

 ( ) ( )0
y
lim p y ,x p , x
→+∞

= ∀ < ∞% . (33) 

Отже, циклон є рівноважним, тобто являє собою місцеве збурення 
швидкостей і тиску в околі осі симетрії. 

Надалі падіння тиску зручно подавати безрозмірним коефіцієнтом 

( ) ( ) ( ) 22 2 2
0 0 1 y

pq y ,x p p / p K y sh x eη λ −⎡ ⎤≡ − = + +⎣ ⎦
% % , 

 тоді          ( )1P q y ,x= − , (34) 

де 0P p / p= %  – безрозмірний тиск;  ( )( )22
0 01pK A / Vη= +  – узагальнений 

динамічний коефіцієнт інтенсивності циклону; 0 02V p / ρ= %  – швидкість 
гальмування для середовища. 

Поле тиску (32) представлено на рис. 2а) полем ізобар в околі осі циклону  
0 ≤ y  ≤ 3,  0 ≤ x  ≤ 300 при λ  = 1/375, 0C = 0,002. При цьому швидкість 
гальмування 0V = 403,08 м/с відповідає фізичним параметрам повітря при тиску в 
1атм. =1,01325·105 Па. 

З формул (21) для екстремальних швидкостей та (34) для тиску видно, що 
найнебезпечнішим місцем на площині 0x =  (Землі) є окіл точки 1my = ,  

( ( ) 22 1mr / λ η= + , у нас mr = 600 м )  де досягаються найбільші швидкості та 
найбільше падіння тиску, яке дорівнює 

 ( )1 0m pq q , K / e= = . (35) 

При цьому ізобара, яка дотикається землі в цій точці (1,0), на осі y  = 0 проходить 
на висоті 

 
1 2

21 1 1
/

mh arsh / e η
λ

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
. (36) 

що для вибраних вище значень параметрів дає mh =175,48 м. 
Тиск за (34) спадає необмежено по вертикалі, але його поведінка вздовж 

радіуса якісно змінюється з висотою x . Для детальнішого аналізу цих 
закономірностей розглянемо векторне поле G gradP=

r
. Обчислимо похідні: 
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( )

( )

2

2

2 2 2 2

2

1 1 1

1 2

y
r p

y
x p

PG K y y sh x e ,
r
PG K e sh x.
x

λ η η λ

λ η λ

−

−

∂ ⎡ ⎤≡ = − + − − +⎣ ⎦∂
∂

≡ = − +
∂

 (37) 

Векторне поле ( )grad P− , що являє собою виштовхну силу Архімеда, 

зображено на рис. 3, а скалярне поле G
r

 зображено ізолініями на рис. 2б). 

Зокрема, на горизонтальній площині 0x =  

 ( ) 22 20 1 1

0 0

y
r p

x

G ( y , ) K y y e ,

G ( y , ) .

λ η −= − + −

=
 (38) 

на осі течії відповідно маємо: 

 ( )2

0 0

0 1 2
r

x p

G ( ,x ) ,

G ( ,x ) K sh x.λ η λ

=

= − +
  (39) 

З аналізу компонент (37) вектора  видно, що поле складової xG  є монотонним за 
обома координатами, а поле складової rG  має стаціонарні точки, де rG = 0. Це вісь 
y  = 0 та точки лінії 

 2 2 21 1y ( )sh xη λ+ + =  , (40) 
яка має форму, подібну до чверті еліпса, один кінець якого на площині 

0x = упирається в точку (1,0), а інший – на осі симетрії – має координати (0, h∗ ), де 
з (40) одержуємо 

 
2

2

1 21

1
h ln

η
λ η

∗
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟=
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. (41) 

Відповідне падіння тиску в точці (0, h*) буде становити 

 * pq K= , (42) 

що в е разів більше, ніж максимальне падіння qm0 з (35) на площині 0x = .Для 
вибраних вище значень параметрів задачі h∗  = 291,156 м. 

Лінія (40) являє собою так звану «лінію каскаду» , який завжди супроводжує 
розвинений циклон-торнадо (рис. 2). На рис. 2 поля ізобар видно, що ця лінія 
з’єднує точки мінімального тиску в площинах x h=  для 0 h h∗≤ ≤ . На висотах  
h h∗>  мінімуми тиску досягаються на осі циклону, а сам тиск монотонно зростає 
від значення ( )2 21 1min pP K sh hη λ= − +   до  1P∞ = . 

На горизонтальній площині 0x =  градієнтне поле (38) має два екстремальні 
значення, що знаходяться з необхідної умови 0 0rG ( y , )′ = . Ця умова породжує 
біквадратне рівняння 

 4 22 5 1 0y y− + =   (43) 
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додатними коренями якого є числа 

 3
1 5 17
2

y = − = 0,468213, (44) 

 4
1 5 17
2

y = + = 1,510224. (45) 

Обчислення показують, що найбільший градієнт падіння тиску має місце при 
3y y=  і дорівнює 

 
3

2
3 0 29360 1y y p

dPg , K
dr

λ η=≡ = − + , (46) 

тоді як у другій точці 4y y=  його локальний максимум дорівнює 

 
4

2
4 0 197691 1y y p

dPg , K
dr

λ η=≡ = + , (47) 

так що відношення цих градієнтів 3 4gK g / g= = 1,48515. 
Отже, якщо найбільші значення швидкостей (21) і падіння тиску (34) на 

площині x=0 мають місце на радіусі ( )21 2 1m my , r / λ η= = + , то найбільший 

градієнт тиску має місце при 3 0 468213y ,= , тобто приблизно на середині відстані 
від осі циклону до місця його найбільшого розвитку. 

Дана течія має фізичний смисл в області, де 0p > . Ця область обмежена 
знизу площиною 0x =  ( принаймні в деякому околі початку координат), а зверху – 
поверхнею ( ) 0p y ,x ,=  рівняння якої можна з (20) перетворити до вигляду 

 
1 2

2

1 1

1

/z

p

ex Arsh z
Kλ η

⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟= −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥+ ⎣ ⎦⎝ ⎠

,    2z y= . (48) 

Звідси висота H поверхні нульового тиску на осі  0z =  буде 

 
( )

1 2

2
1 1

1

/

p

H Arsh
Kλ η

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+⎝ ⎠

,   (49) 

і вона, природно, зростає зі збільшенням швидкості 0V та різко зменшується при 
зростанні параметрів 0C , λ . Для вибраних вище значень цих параметрів 

6443 84H ,= м. 
Висоти h∗  і H  визначаються з різних формул і можуть по-різному 

співвідноситись між собою. Висота H росте зі збільшенням тиску спокою 0p%  (або 
швидкості гальмування 0V ), тоді як висота h* залежить лише від величин 
параметрів 0C , λ  та співвідношення між ними. 

Підрахуємо ще кінетичну енергію руху середовища у шарі 0 x h≤ ≤  
інтегралом 

 ( )
2

2 2 2

0 0 02

h

x rT d dx V V V r dr
π

ϕ
ρ ϕ

∞
= + +∫ ∫ ∫  . (50) 
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Підставивши сюди значення швидкостей (12 – 14), перетворимо цей інтеграл до 
змінної y , а потім до 2z y=  і скористаємось значеннями збіжних інтегралів 

2

0 0 0
1 1 2z z ze dz , e z dz , e z dz

∞ ∞ ∞
− − −= = =∫ ∫ ∫ . 

Остаточно отримаємо 

 ( )
2 2

23 21 1 1
8 4 2

A h sh hT
h

λ λπρ η
λ

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (51) 

– формула, в якій окремо виділено доданки, зумовлені параметрами 0C  і λ . 
Вироджений незакручений циклон, градієнтна катастрофа появи 

закручування. Формули попереднього параграфа мають місце в області значень 
параметрів: 

00 0C , λ≤ < ∞ ≤ < ∞ . 

Якщо при 0λ →  течія за (15), вироджується в стан спокою, то при 0 0 0C , λ→ ≠  
течія спрощується до такої: 

 

( )
( ) ( )

2
0

2 2
0

2

1 2 2

0

r

x

V A r exp r / ch x,

V A r / exp r / sh x,

V ,ϕ

λ

λ

= − −

= − −

=

 (52) 

де 2r r /λ= . Це вже незакручена течія з точками спокою (0,0) та ( ); x+∞ < ∞ , з 
плоскими траєкторіями у формі (24), де y r= (рис. 1б). Оскільки  

( )2
01y r C / λ= + , то траєкторії незакрученої течії є більш розтягнутими вздовж 

радіуса, ніж закрученої. Зокрема, найбільша радіальна і колова швидкості  та 
найбільше падіння тиску відбувається в точці 1mr =  ( 2mr / λ= ), що порівняно з 

відповідною умовою 1my =  ( 2 2
02mr / C λ= + ) дає більше значення радіуса. 

З виродженням даної течії при 0 0C = у незакручену її завихреність не зникає, 
а трансформується до такої: 

 
0 0

0

33 2

0

4 2 2

r x ,

A r rsh x exp .ϕ
λ λ

Ω = Ω =

⎛ ⎞⎛ ⎞Ω = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (53)  

Таким чином, вихорові осесиметричні трубки видовженої вздовж осі форми 
перетворюються на осесиметричні тори з довільними напрямними лініями – течія 
перетворюється з трубчастої у соленоїдальну. Хоча якщо за напрямну лінію взяти 
розімкнуту лінію течії (24), то осесиметрична вихрова трубка буде збігатися з 
трубкою течії, що узгоджується з теоремою Гельмгольця. Але при цьому 
траєкторіями частинок будуть твірні лінії (24) у площині ( )r , x , а вихоровими 
лініями – замкнуті кола в горизонтальних площинах (рис. 1б, г). 

Формула для тиску (31) при 0 0C =  спрощується до виразу 

 ( ) 22 2 2
0 0 2

rp p A r sh x eρ λ −= − +% , (54) 
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причому максимальне падіння тиску в площині  0x =  визначається коефіцієнтом 
( ) ( )2 2

0 00mq A / V e= , що є меншим у порівнянні з (35). Відповідний перепад тиску 

p∆  реалізується від осі 0r =  до кола
0

2mr λ= , тобто на найбільшій відстані у 
порівнянні із закрученою течією. 

Відповідно, найбільшого значення набуває і висота H  з (49) 

 0
0

0

1 VH Arsh H
Aλ

⎛ ⎞
= >⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (55) 

на якій відбувається перепад тиску 0p p∆ = %  Обидві ці визначні відстані 0H  та 
0mr  

залежать від показника λ: вони необмежено зростають при λ→ 0; у нашому 
прикладі 0H = 6527,52 м; 

0mr = 750 м. 
Максимальний градієнт падіння тиску з (46) теж набуває найменшого, 

критичного значення 

 
2 5

30 2
0

0 29360
16
Ag ,

V
λ

= − . (56) 

З іншого боку, це означає, що при перевищенні радіальним градієнтом тиску 
значення (56) течія з незакрученої (52) перетворюється у закручений циклон (14). 

Масштабний параметр А можна визначити, якщо додатково задати чи 
виміряти швидкість або тиск в якій-небудь точці області течії. Його граничне 
значення maxA  можна визначити, наприклад, з умови, щоб у місці найбільшого 
падіння 1my =  на площині 0x =  тиск дорівнював 00 8, p% . Якщо цю умову поєднати 
з граничним переходом 0 0C → , то з (56) маємо 

 ( ) 2
04maxA eV / λ= . (57) 

Відповідний градієнт (56) за умови (57) буде визначатись лише параметром λ: 

 30 0 05872g , eλ= −  (58) 

– це найбільший градієнт, при якому існує незакручена течія, що досягає значення 
тиску 00 8, p%  на площині 0x = .  

При заданих значеннях 0, , p , Aλ ρ % , критичний градієнт 30g  буде 
визначено. Введемо безрозмірний приріст цього градієнта  ∆ , визваний появою 
закручування 0C , і з формул (46) маємо: 

 ( )3
23 30

30
1 1

g g
g

η
−

∆ ≡ = + − , (59) 

звідки знаходимо обернену залежність параметра η  від надлишкового приросту 
градієнта , а потім і величину закручування 

 ( )2 3
0 1 1/C λ= + ∆ −     або   0 2 3C λ≅ ∆       ( 0∆ → ). (60) 

Звідси маємо, що при малих перевищеннях 01 C ,λ∆ < <  і 0C ,λ≥  при 3 2/∆ >> . 
Це і є закручування, викликане відносним перевищенням градієнта (46) над 
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критичним значенням (56). Оскільки з (60) видно, що 0

0

dC
d ∆=

⎛ ⎞ → ∞⎜ ⎟∆⎝ ⎠
 , то поява 

закручування має характер градієнтної катастрофи, якщо градієнт тиску продовжує 
зростати. Величина закручування 0C  визначає і положення осі обертання, яка 

відповідно до значення  3y  з (44) розташована на відстані 3 2

0 936426

1

,r
λ η

=
+

 у напрямі 

найбільшого зростання поля тиску, що для нашого прикладу складає 3r = 280,93 м. 
Подібний аналіз приросту T∆ кінетичної енергії, викликаного появою 

закручування у відношенні до критичного значення 0T  енергії (2.45) при 0C = 0 дає 
таке значення 

 2

0 1
T

T
ωε η

ω
∆

≡ =
+

 ,    де  3 2 1 0
4 2

sh h
h
λω

λ
⎛ ⎞= − ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (61) 

Очевидно, що 2
,h

lim
ω

ε η
→∞

= , і цей приріст значно зростає при 0C λ> . Міркуючи у 

зворотному напрямі, можна сказати, надлишковий градієнт тиску (потенціальна 
енергія) переходить у кінетичну енергію закручування вихору. 

Висновки, застосування. Досліджений вище точний розв’язок 
гідродинамічних рівнянь Ейлера є прийнятним першим наближенням динаміки 
реальних атмосферних циклонів-торнадо і пояснює основні механічні фактори їх 
утворення, форм та інтенсивності. Основними з цих факторів є такі. 

1. Циклони-торнадо виникають в умовах, коли внаслідок термодинамічних 
процесів у приземному шарі атмосфери утворюються потужні висхідні течії 
повітря. Спочатку розвиваються незакручені течії з малими градієнтами поля тиску 
(54). Якщо додаткова енергія надлишку градієнтного поля, енергія конденсації та 
енергії інших фізичних полів відсутні, то такі слабкі циклони не посилюються, не 
закручуються і зупиняються на стадії формування купчастих хмар. 

2. Вище показано, що за наявності у незбуреного квазістаціонарного поля 
тиску значних градієнтів, які перевищують критичний (56), або при виникненні 
локальних тимчасових перевищень цього градієнта в течії виникає закручування, 
яке «поглинає» ці надлишки потенціальної енергії. Тут можна висловити 
припущення, що циклони «вибирають» такі траєкторії, які відповідають гребеню 
найбільших градієнтів квазістаціонарного поля атмосферного тиску і під час руху 
поглинають надлишки градієнтів, трансформуючи їх у закручування попри 
гальмування через тертя. Цим і пояснюється їх тривалість та самопідтримування. 
Відомо [4], що такі перепади виникають на межі між областями високого тиску 
сухих континентальних територій і теплими й вологими областями приморських 
територій. 

3. Формування видимої лійкоподібної форми розвиненого торнадо 
пояснюють картини полів траєкторій (29), тиску (32) та градієнтів тиску . Зірвані у 
зоні каскадного кільця малі предмети, пил та ін. переносяться в напрямі вгору й до 
осі вздовж лінії каскаду (40) завдяки переносним швидкостям поля траєкторій 
(рис. 1а) та виштовхній силі Архімеда (рис. 3), які діють одночасно і в одному 
напрямі. Через це досить швидко у зонах найменших градієнтів (в околах точок  
y = 0 та y = 1) скупчуються маси частинок, пилу, крапель. Ці застійні зони і 
утворюють видиму форму воронки та каскаду торнадо. Сам каскад має скелетною 
лінією криву (40), (рис. 2а). 
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Рис. 1 

 

  
 

Рис. 2 
 
4. На поверхні землі (площина 0x = ) найнебезпечнішим місцем є не основа 

циклону – точка (0,0), а окіл каскадного кола 1y = . Саме тут відбувається 
найбільша динамічна дія циклону: досягаються найбільші значення швидкостей та 
падіння тиску. Хоча на площині 0x =  залишається лише радіальна швидкість і 
виштовхна сила має лише радіальну складову, але всі параметри руху дуже швидко 

в )a )

г )б )
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зростають з висотою х. Цим пояснюється значна динамічна дія торнадо на високі 
предмети і незначна – на низькі. 

5. Установлено новий важливий ефект: при перевищенні певних «критичних» 
значень градієнтів (перепадів) тиску (56) незакручена (ламінарна) течія переходить 
у закручену, і це відбувається в межах теорії  й фізики ідеального середовища. При 
цьому і незакручена, і закручена течії є вихровими, що не порушує відомих теорем 
про збереження потенціальних і вихрових течій. Далі, за мірою зростання 
параметра закручування 0C  та показника λ  градієнти тиску та швидкостей 
продовжують зростати. Це зростання з фізичних міркувань обмежене появою у 
півпросторі областей від’ємного тиску, стисливістю середовища тощо. 

6. Деякою некоректністю даної моделі торнадо є необмежене зростання 
швидкостей та спадання тиску за висотою. Тому вона є прийнятною в деякому шарі 
0 x H ,≤ ≤  де 0p ≥ , а швидкості не досягають швидкостей звуку. Очевидно також, 
що дана модель не торкається причин виникнення висхідних течій та 
термодинамічних процесів, які супроводжують розвинені циклони. Проте автори 
сподіваються, що модель, в основному, правильно описує механіку та геометрію 
розвинених стаціонарних циклонів типу торнадо. 

7. Описана модель циклону-торнадо застосовна до так званих експоненційних 
середовищ, яким, зокрема, є земна атмосфера, оскільки у стандартній атмосфері 
тиск з висотою також змінюється за експоненційним законом [5]. Дещо іншим 
середовищем є океан, в якому тиск з глибиною зростає за законом, близьким до 
лінійного. 

 
Рис. 3 
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УДК 531.3 
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Днепропетровский  национальный  университет имени Олеся Гончара 

НЕЯВНАЯ СХЕМА ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
УРАВНЕНИЙ ТЕОРИИ МИКРОДЕФОРМАЦИИ 

На основі відомого оберненого методу Ейлера інтегрування пружнопластичних 
визначальних співвідношень побудовано нову ефективну неявну схему інтегрування рівнянь 
теорії пластичності, що враховує мікродеформації. Одержані чисельні результати, що 
підтверджують ефективність нового методу. 

Ключові слова: теорія мікродеформації, інтегрування пружнопластичних визначальних 
співвідношень, обернений метод Ейлера, метод скінчених елементів. 

На основе известного обратного метода Эйлера интегрирование упругопластических 
определяющих соотношений построена новая эффективная неявная схема интегрирования 
уравнений теории пластичности, учитывающей микродеформации. Получены численные 
результаты, которые подтверждают эффективность нового метода. 

Ключевые слова: теория микродеформации, интегрирование упругопластических 
определяющих соотношений, обратный метод Эйлера, метод конечных элементов. 

New fully implicit stress-update algorithm for the theory of plasticity, which takes into account 
microstrains is developed on the basis of the known backward Euler method. Numerical results which 
prove algorithm efficiency are presented in the paper. 

Key word: Theory of microstrains, stress-update algorithm, backward Euler method, finite 
element method. 

Введение. В последнее время все большую актуальность приобретают 
универсальные численные методы решения нелинейных задач механики 
деформируемого твердого тела. Одним из наиболее распространенных является 
метод конечных элементов (МКЭ). Разработаны и хорошо описаны [7] достаточно 
общие схемы этого метода, которые можно использовать для широкого класса 
теорий неупругого деформирования материалов. Для решения таких задач должен 
быть построен алгоритм интегрирования уравнений теории, а также построена 
матрица касательной жесткости материала. Для теорий неупругого деформирова-
ния, не относящихся к классу простейших, подобная задача является не 
тривиальной. 

В данной работе предложена схема численного интегрирования определя-
ющих соотношений теории пластичности, учитывающей микродеформации. Эта 
теория впервые приведена в [3] и далее существенно развита в [1; 2; 4]. Ее важным 
преимуществом является то, что, в отличие от простейших теорий течения и 
деформационных теорий, она достаточно хорошо описывает поведение различных 
поликристаллических материалов при сложном нагружении. В упомянутых работах 
для численного разрешения уравнений теории микродеформации, ввиду их 
сложности, использовалась явная схема интегрирования, основанная на прямом 
методе Эйлера. Эта схема достаточно проста в реализации, однако имеет ряд 
недостатков. В данной работе предлагается более совершенная, полностью неявная 
схема интегрирования. 

Решение нелинейных задач с помощью МКЭ проводится пошагово. Задача 
интегрирования определяющих соотношений решается на каждом шаге и ставится 
в следующем виде. Пусть в начале некоторого шага известны тензоры напряжения, 
деформации и значения всех переменных состояния. Будем считать известным 
приращение полных деформаций. Требуется вычислить величины напряжений  и 

                                                 
  © А. С. Полищук, 2009 
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переменных состояния  в момент времени, соответствующий концу шага. Также 
требуется построить матрицу касательной жесткости материала, которая будет 
использована для сборки глобальной матрицы жесткости при использовании 
неявной схемы МКЭ. Поставленная задача является стандартной и не изменяется, 
например, в зависимости от вида граничных условий. Отметим, что 
рассматриваемая задача хотя и связана со спецификой МКЭ, но представляет 
собой, прежде всего, задачу интегрирования определяющих соотношений теории, 
как таковых. Т. е. речь идет о численном построении траектории нагружения 
(деформирования) по известной траектории деформирования (нагружения). 

Разрешающие уравнения теории микродеформации. Для решения 
поставленной задачи рассмотрим вначале основные уравнения обобщенного 
варианта теории микродеформации [5; 6]. В ней представительный макрообъем 
рассматривается как множество взаимодействующих микрочастиц, каждая из 
которых идентифицируется ориентационным тензором µ)  и локальным пределом 

текучести τ . Множество всех частиц будем обозначать τΩ . Напряженно-
деформированное состояние каждой частицы характеризуется тензорами 
микронапряжений ( , )σ µ τ) )  и микродеформаций ( , )ε µ τ) ) . Состояние микрообъема 
определяется тензорами макронапряжений σ)  и макродеформаций ε) . 

Тензор деформаций макрообъема представляется в виде суммы упругой и 
пластической составляющих 

e pε ε ε= +) ) ) .     (1) 

Упругая составляющая деформаций определяется линейным законом Гука 

( ): pCσ ε ε= −) )) % ,    (2) 

где %C  - тензор упругих жесткостей. 
Тензор пластических микродеформаций определяется локальным законом 

пластического течения, который имеет вид  

( , ) = ( , )pε µ τ λ µ τ µ) ) ) )& & ,     (3) 

где ( , )λ µ τ)&  - интенсивность пластической деформации частицы. 
Пластическая составляющая макродеформации определятся как суммарная 

деформация по всем активным частицам: 

( ) ( )
*

*

0
= ,p pd d

Ω
ε Φ τ τ ε µ τ Ω

∞
′ ′ ′ ′ ′∫ ∫

) ) ) ,   (4) 

где ( )* ′Φ τ  - функция, равная плотности распределения пределов текучести частиц, 

для всех активных частиц и равная нулю для всех неактивных; *Ω  - множество 
направлений активных частиц. 

Далее для удобства чтения интегралы по всем активным частицам типа (4) 
будем далее записывать следующим образом: 

( )
* *

*

0
dd d

τΩ Ω
µ Φ τ τ µ Ω µ Ω

∞
′ ′ ′= ≡∫ ∫ ∫

) ) ) . 
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Символом S  будем обозначать меру («объем») всех активных частиц 

*
d= ∫S

τΩ
Ω . 

Активными являются те частицы, для которых выполнены локальные 
условия пластичности и активности нагружения. Локальное условие активности 
нагружения имеет вид 

( ), 0λ µ τ >)& .     (5) 

Локальное условие пластичности в произвольный момент времени 
записывается в виде 

: = ( , )Tσ µ µ τ) ) ) , ( ) ( )
2

0, 0, pT ε µ τµ τ ρ τ= =) )
) ,    (6) 

где 2 :ρ µ µ= ) ) , 0τ  - наименьший предел текучести, ( , )T µ τ)  - функция, 
определяющая упрочнение для каждой частицы; вид этой функции определяется 
вспомогательными соотношениями, задающими взаимодействие микрочастиц и 
дополнительную взаимосвязь между микро- и макропеременными. 

Законы взаимодействия микрочастиц выбраны таким образом, что уравнение 
эволюции ( ),T µ τ)  для активных частиц имеет вид 

1 2 3( , ) :pT R R Rµ τ λ ε µ λ= + +)) )& && ,   (7) 

где 1 2 3, ,R R R  – константы теории. 
Известно, что из изложенных выше уравнений теории микродеформации 

можно получить явное выражение тензора касательной жесткости. Этот результат 
позволяет применять хорошо известный прямой метод Эйлера для интегрирования 
соотношений (1) – (7). Очевидным преимуществом этого метода является простота 
его реализации и возможность применения к любым теориям, для которых 
возможно получить явное выражение тензора касательной жесткости. Однако, этот 
метод имеет и недостатки. Так, поскольку значения всех переменных вычисляются 
вначале шага, то обновленные значения напряжений и переменных состояния уже 
не будут тождественно удовлетворять условию пластичности. Понятно, что такое 
накопление погрешности может стать существенным, если шаг по времени 
недостаточно мал. Другой недостаток метода состоит в использовании тензора 
касательной жесткости в качестве матрицы касательной жесткости материала в 
неявной схеме МКЭ. Этот недостаток проявляется при решении задач с большими 
деформациями и связан с тем, что тензор касательных жесткостей связывает лишь 
бесконечно малые приращения напряжений и деформаций. 

Остановимся здесь на обратном методе. Он развит очень хорошо и 
сформулирован в достаточно общем виде для применения к широкому классу 
известных теорий пластичности. Показана абсолютная устойчивость этого метода 
[8; 9]. Однако, известные формулировки нельзя применить непосредственно к 
теории микродеформации. В данной работе, на основании общей идеи метода 
строится его модификация для численного интегрирования уравнений теории 
микродеформации. 

Построение неявной схемы интегрирования. Основная идея обратного 
метода Эйлера заключается в том, что выполнение соотношений теории требуется 
не в начале шага, как в прямом методе, а в конце шага, что, очевидно, обеспечивает 
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более точный результат. Метод работает по схеме предиктор-корректор. Так, 
записывая приращение полных и пластических деформаций на шаге 1+n  в виде: 

1 1

1 1

,

,

n n n

p p p
n n n

ε ε ∆ ε

ε ε ∆ ε

+ +

+ +

= +

= +

) ) )

) ) )  

и пользуясь законом Гука в виде (2), записанным в момент времени 1+n , получим: 

( )
( )

1 1 1

1

11 1

:

: : :

: : : .

p p
n n n n

pp
n n n

p p
n nn n

C

C C C

C C C

σ ε ε ∆ ε

ε ε ∆ ε ∆ ε

σ ∆ ε ∆ ε σ ∆ ε

+ + +

+

++ +

= − − =

= − + − =

′= + − = −

) ) )) %

) ) ) )% % %

) ) )) )% % %

 

Таким образом, 1nσ +′)  - упругий предиктор, а 
1

: p
n

C ∆ ε
+

)%  - пластический 

корректор, который возвращает напряжения на правильно обновленную 
поверхность текучести. Важно, что на этапе вычисления предиктора используются 
полные деформации, а пластические деформации и переменные состояния 
фиксированы. На этапе вычисления корректора, наоборот, фиксированы полные 
деформации.  

Выполнение основных уравнений теории, согласно общей схеме обратного 
метода Эйлера, требуется в момент времени, соответствующий концу шага. Такой 
подход приводит к системе нелинейных уравнений относительно приращений 
пластических деформаций, напряжений и переменных состояния. Полученную 
систему уравнений решают методом Ньютона, который для решения уравнения 
вида 1( ) 0+ =ng ∆λ  запишем следующим образом: 

( )
( ) ( ) 0

( )
⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

k
k kdgg

d
δλ

∆λ
,           ( 1) ( ) ( )+ = +k k k∆λ ∆λ δλ .                 (10) 

Далее для удобства будем опускать нижний индекс 1+n , считая все 
величины, по умолчанию, отнесенными к концу шага по времени. Также будем 
опускать обозначение ( , )µ τ)  для всех величин, являющихся функциями частиц. 

Требуя, чтобы закон течения на микро уровне (3), уравнение эволюции T  (7) 
и условие пластичности (6) выполнялись в момент времени, соответствующий 
концу шага, приходим к следующим соотношениям: 

*

* *
1 2 3

0,

d 0,

( ) ( ) : d d 0,

: .

pp
n

pp
n

nT T R m R m R

f T

τ

τ τ

Ω

Ω Ω

ε ε ∆λµ

ε ε ∆λµ Ω

∆λ µ ∆λµ Ω ∆λ Ω

σ µ

− + + =

− + + =

− + + + + − + =

= −

∫

∫ ∫

) )

) )

) )

) )

      (11) 

Теперь применим метод Ньютона (10) к последнему из уравнений (11) 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

142 

( )( ) ( ): 0kk kf T∆ σ µ ∆+ − =) ) .     (12) 
Пользуясь линейностью закона Гука (2) и первых двух уравнений (11), 

линейностью операции интегрирования, а также учитывая, что полные деформации 
фиксированы на этапе вычисления пластического корректора, получим: 

( ) ( )
( )

*( ) *( )

( ) ( 1) ( )

( 1) ( )

( 1) ( ) ( )

: :

: d : d .
k k

k k k

k kp p

k k k

C C

C C
τ τΩ Ω

∆ σ σ σ

ε ε ε ε

∆λ ∆λ µ Ω δλ µ Ω

+

+

+

= − =

= − − − =

= − − = −∫ ∫

) ) )

) ) ) )% %

) )% %

  (13) 

По аналогии с последним соотношением проведем преобразования с 
четвертым уравнением (11): 

*( ) *( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3: d d .

k k

k k k kT R R R
τ τΩ Ω

∆ δλ µ δλ µ Ω δλ Ω= + +∫ ∫
) )          (14) 

Подставляя (13) и (14) в (12), получим: 

( )
*( ) *( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3: : d d .

k k

k k k kf R R I C R
τ τΩ Ω

δλ µ δλ µ Ω δλ Ω= + + +∫ ∫
) )%%     (15) 

Последнее соотношение представляет собой интегральное уравнение 
Фредгольма 2-го рода относительно ( )kδλ . Выполним дополнительные 
преобразования, которые позволят отыскать его замкнутое аналитическое решение. 
Построим два вспомогательных уравнения, первое из которых получается из (15) 
путем интегрирования по всем активным частицам, а второе – путем диадного 
умножения на µ) , с последующим интегрированием по всем активным частицам 

( ) ( )

( )

( ) ( )( )
2 1 3 21

( ) ( )( )
1 2 3 21

: ( ) : ,

( ) ( ) : : ,

k kk

k kk

f R m I C I R m R S I

f R m I R m C I R I

µ

µ µµ µµ µ

⎧ = − + + + +⎪
⎨
⎪ = + + − + +⎩

)) %%

)) ) ) ) ) )%%
 

где введены обозначения: 

*( )

( ) ( )
1 d ,

k

k kI
τΩ

δλ µ Ω= ∫
) )  

*( )

( ) ( )
2 d= ∫

k

k kI
τΩ

δλ Ω
.
 

Решая последнюю систему уравнений относительно ( )
1
kI

)
 и ( )

2
kI , 

получим 
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22 11 3
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Из уравнения (15) можно легко выразить ( )kδλ  через ( )
1
kI

)
 и ( )

2
kI , 

которые найдены выше. В результате мы приходим к соотношению 

( )( )( ) ( )( ) ( )
2 3 211

1 : : k kk kR I C I R I f
R m

δλ µ= + + −
+

)) %% . 

Таким образом, нами получено выражение для ( )kδλ , что дает возможность 
построить итерационный процесс метода Ньютона. Основываясь на проведенных 
выше рассуждениях, приведем общий алгоритм интегрирования соотношений 
теории микродеформации с помощью обратного метода Эйлера. 

1. Задаем начальные значения неизвестных. Пластические деформации и 
переменные состояния принимаем равными решениям, соответствующим 
предыдущему шагу по времени. Приращение ∆λ  принимаем равным 
нулю. Также вычисляем упругий предиктор и начальное приближение 
для напряжений. Множество *(0)

τΩ  определяем, как множество частиц, 
для которых выполнено условие пластичности 

( )(0) (0)(0)(0) (0)
10 : , , 0, :p p p

n nn
k T T Cε ε ∆λ σ ε ε+= = = = = −) ) ) )) %

( ){ }*(0) (0), : ( , ) 0fτΩ µ τ µ τ= ≥) . 

2. Проверям сходимость на k -й итерации: 
если <k ff ε , то сходимость достигнута; 
иначе продолжаем алгоритм. 

3. Вычисляем приращение параметра пластичности по формуле (15). 
4. Вычисляем приращения напряжений и переменных состояния по 

соотношениям (14), (15). 
5. Обновляем пластические деформации, напряжения и переменные 

состояния  T . Также обновляем множество активных частиц: 
( 1) ( ) ( )k k kp p pε ε ∆ ε
+

= +) ) ) , 
( 1) ( ) ( )+ = +k k kT T T∆ , 
( 1) ( ) ( )+ = +k k k∆λ ∆λ δλ  

( 1) ( ) ( )k k kσ σ ∆ σ+ = +) ) )

( ) ( ){ }*( 1) ( ) ( ), : ( , ) 0, , 0k k kfτΩ µ τ µ τ ∆λ µ τ+ = ≥ >) ) . 

6. Переходим к следующей итерации: 1= +k k . Переходим к шагу 2. 
Построение алгоритмического модуля. Как уже отмечалось выше, задача 

интегрирования определяющих соотношений включает в себя построение матрицы 
касательной жесткости материала, которая впоследствии используется для сборки 
глобальной матрицы жесткости МКЭ. Заметим, что в прямом методе Эйлера данная 
задача фактически является первичной, т. к. тензор касательной жесткости 
вычисляется на начальном этапе работы метода, а с его помощью вычисляются 
напряжения. Также его компоненты используются как компоненты матрицы 
касательной жесткости материала. Однако, как отмечалось выше, такой подход 
имеет определенные недостатки. В связи с этим, рекомендуется [7;8] использовать, 
так называемый, алгоритмический модуль lg%aD . Он связывает между собой 
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конечные приращения напряжений и деформаций и строится путем 
последовательной линеаризации определяющих соотношений теории в рамках 
предположений используемого метода интегрирования. Различные методы 
интегрирования приводят в общем случае к различным алгоритмическим модулям. 
Вид алгоритмического модуля не влияет на точность расчетов, а лишь определяет 
скорость сходимости внешних итераций Ньютона-Рафсона решения системы 
линеаризованных уравнений равновесия. Для обратного метода Эйлера 
алгоритмический модуль имеет вид 

lg
1

.a
n

dD
d
σ
ε +

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

)
% )  

Построим алгоритмический модуль для теории микродеформации. Запишем 
соотношения (2), (6), (7) в дифференциальной форме: 

( )

( )1 2 3

: ,

: ( , ) 0,

( , ) ( ) ( ) : .

p

p

d C d d

d dT

dT R m d R m d R d

σ ε ε

σ µ µ τ

µ τ ∆λ ε µ ∆λ

= −

− =

= + + − +

) )) %

) ) )

)) )
  (16) 

Подставим 1-е и 3-е соотношения (16) во второе: 

( ) ( )1
1 2 3: : : 0,d R d R d C d R dσ µ ∆λ ε σ µ ∆λ−− − − − =)) ) ) )%          (17) 

Из (17) можно исключить d ∆λ , составив дополнительное уравнение, 
проинтегрировав (17) по всем активным частицам. После ряда алгебраических 
преобразований получим, что алгоритмический модуль по форме в точности 
совпадает с тензором касательной жесткости, который имеет вид: 

1
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Однако это совпадение лишь внешнее и алгоритмический модуль имеет 
принципиально другую природу. Действительно, в прямом методе Эйлера тензор 
касательной жесткости %D  вычисляется по конечным значениям напряжений и 
переменных состояния, соответствующим началу шага. После этого %D  
используется для нахождения напряжений и переменных состояния в конце шага. В 
случае с алгоритмическим модулем ситуация полностью противоположная: 
вначале с помощью решения системы нелинейных уравнений мы находим 
напряжения и переменные состояния соответствующие концу шага. 
Алгоритмический модуль строится по уже обновленным значениям переменных 
состояния и напряжений, которые удовлетворяют уравнениям теории. Также 
следует заметить, что в общем случае %D  и алгоритмический модуль обратного 
метода Эйлера не совпадают. В данном случае совпадение вызвано тем, что 
направление пластического течения каждой частицы фиксировано, и закон 
эволюции &T  не зависит от самого значения T . 
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Анализ эффективного неявной схемы. Перейдем к рассмотрению 
численных результатов. Рассмотрим простейший пример, моделирующий 
одноосное растяжение образца. Будем считать, что задана траектория 
деформирования: образец растягивается на 10 %, а другие компоненты деформации 
фиксированы. На рис. 1 изображен график зависимости безразмерной 
интенсивности напряжений /q τ  от безразмерной интенсивности деформаций 

/i тε ε   ( тε  – предел текучести в деформациях) гипотетического материала с 
константами 1 2.5=R τ , 2 0=R , 3 0=R , 4000=E τ , 0.3=ν . Множество тензоров 
ориентаций микрочастиц задавалось как множество всех нормированных 
девиаторов; пределы текучести всех частиц равны τ . При численном 
интегрировании было произведено 50 шагов по времени, а точность fε  выбрана 
равной 0.001. Поскольку обратный метод Эйлера является по своей природе 
неявным, то величина шага не оказывает на его точность критического влияния [9]. 
Однако, когда шагов по времени мало, в том смысле что на шаге происходят резкие 
изменения характера нагружения, то сходимость итераций метода Ньютона может 
быть плохой или отсутствовать вовсе. В связи с этим, вопрос выбора шага по 
времени, зависит от характера рассматриваемой задачи и решается путем анализа 
результатов в серии численных экспериментов. В данном случае – выбор 50 шагов 
по времени связан с необходимостью более точного анализа всего процесса.  

 
Рис. 1 

 
Перейдем теперь к сравнению прямого и обратного методов. Задачу 

рассмотренную выше проинтегрируем прямым методом Эйлера с постоянным 
шагом по времени. Рассмотрим случаи, когда делается 50, 100, 250, 500 шагов по 
времени. При числе шагов больше 250 кривые ( )iq ε  становятся плохо различимы. 
Поэтому приводим здесь не сами кривые, а разности кривой обратного метода и 

q / τ

/i тε ε

( )iq ε
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кривых указанных выше вариантов прямого метода (рис. 2). Четко прослеживается 
тенденция: при увеличении шага по времени результат расчета прямым методом 
Эйлера приближается к результату обратного. Таким образом, можно сделать 
вывод, что обратный метод Эйлера точнее прямого даже с размером шага, 
отличающимся на порядок. Этот результат вполне ожидаемый, т. к. при 
интегрировании обратным методом есть возможность добиться выполнения 
условия пластичности и других уравнений теории с наперед заданной точностью. 

 

  
 

Рис. 2 

 
Рис. 3 

 

п50 обрq q−

i т/ε ε

п100 обр−q q

/q τ

п500 обр−q qп250 обр−q q
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Наконец, для подтверждения эффективности и целесообразности исполь-
зования нового метода на практике, приведем диаграмму сравнения машинного 
времени, затраченного на интегрирование задачи каждым из рассматриваемых 
методов (рис. 3). Видно, что обратный метод требует примерно столько же времени, 
сколько и вариант прямого метода с числом шагов в пять раз больше. Однако, как мы 
убедились ранее, точность обратного метода значительно выше. 

Таким образом, в данной работе был предложен неявный алгоритм 
интегрирования определяющих соотношений теории микродеформации на базе 
обратного метода Эйлера. Эффективность метода подтверждена численными 
расчетами. Для обратного метода Эйлера построен алгоритмический модуль теории 
микродеформации. Полученные результаты дают возможность эффективно решать 
краевые задачи теории микродеформации с помощью стандартной схемы МКЭ, а 
также задачу построения траектории нагружения по известной траектории 
деформирования в точке. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
С ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ ПРИ ЧИСТОМ ИЗГИБЕ 

Подані результати експериментального дослідження стійкості циліндричних оболонок з 
одним (або сукупністю) квадратних або прямокутних вирізів. Побудовані та проаналізовані 
залежності критичного моменту від кількості або геометричних параметрів отвору. 

Ключові слова: циліндрична оболонка, згин, стійкість, експеримент, отвори: квадратні, 
прямокутні. 

Представлены результаты экспериментального исследования устойчивости 
цилиндрических оболочек с одним (или совокупностью) квадратных или прямоугольных 
вырезов. Построены и проанализированы зависимости критического момента от количества 
или геометрических параметров отверстия. 

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, изгиб, устойчивость, эксперимент, отверстия: 
квадратные, прямоугольные. 

The results of experimental research of endurance of cylindrical shells with one (or aggregate) 
square or rectangular cuts are presented. Dependences of critical moments on quantity of aperture or 
its geometrics are built and analyzed. 

Key words: cylindrical shells, bend, endurance, research, apertures: square, rectangular. 

Состояние проблемы. Постановка задачи. Наличие неподкрепленного выреза в 
стенке несущей цилиндрической оболочки может иметь значительное влияние как на 
докритическое состояние, так и на критическую нагрузку оболочки. Вопросы, связан-
ные с определением напряженного состояния оболочек, ослабленных отверстиями, 
рассматривались Г.Н. Савиным [1], Э.И. Григолюком, Л.А. Фильштинским [2], 
А.Н. Гузем [3] и другими авторами. Между тем, вопросы устойчивости оболочек с 
отверстиями, в силу их исключительной сложности и в настоящее время остаются всё 
ещё мало изученными. Особенно это касается оболочек с большими вырезами, где 
проявление нелинейности становится особенно ощутимым, а концентрация 
напряжений, имеющая место у контура отверстия, может приводить к локальной 
потере устойчивости. При этом появление локальных вмятин вблизи отверстия вносит 
существенные трудности в теоретическое решение задачи определения критической 
нагрузки, соответствующей общей потере устойчивости оболочки. 

Исследования локальной потери устойчивости цилиндрических оболочек при 
осевом сжатии, ослабленных круговым вырезом, по-видимому, впервые приводятся в 
работах Ю.А. Ашмарина [4; 5] и Ю.Л. Голды [6].  

Попытки теоретического и экспериментального исследования устойчивости обо-
лочек с отверстиями относятся главным образом к случаю, нагружения цилиндричес-
ких оболочек осевой сжимающей силой [7–9]. В статье [10] исследовалась устойчи-
вость цилиндрических оболочек с прямоугольными отверстиями при действии крутя-
щего момента, в [11] – с квадратными вырезами при осевом сжатии, а в [12] – с 
круговыми вырезами в условиях поперечного изгиба. Отражения результатов иссле-
дований устойчивости оболочек с прямоугольными вырезами при нагружении их 
чистым изгибающим моментом, в известной литературе обнаружить не удалось. 
Указанное обстоятельство делает весьма актуальной постановку задачи об экспери-
ментальном исследовании поведения и несущей способности тонкостенных цилинд-
рических оболочек, ослабленных прямоугольными отверстиями, при нагружении 
изгибающим моментом. 

                                                 
1 © Е.Ф. Прокопало, П.А. Дзюба, 2009 
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Технология эксперимента. Геометрия моделей. Эксперименты проводились 
на оболочках, изготовленных из чертежной бумаги марки «В» ГОСТ 597-73. При 
существенной ортотропии механических свойств эта бумага отличается весьма 
высокой стабильностью и однородностью механических характеристик. Ее 
относительные упругие характеристики (отношение предела текучести к модулю 
упругости) выше, чем у большинства материалов, включая и высоколегированные 
нержавеющие стали, что расширяет возможности проведения эксперимента в 
упругой стадии деформирования. Наиболее же важным свойством бумажного листа 
является его высокая технологичность при обработке, которая обусловила доста-
точно простые технологии изготовления и подготовку высококачественных образцов 
к испытаниям, а также эффективные методики нагружения и измерения. Основные 
механические характеристики материала: 96 9 10Ex , Па,= ⋅  93 45 10Ey , Па= ⋅ , коэффи-
циенты Пуассона 0 3x ,µ = , 0 15y ,µ = . Здесь индексы х,у соответствуют главным 

направлениям ортотропии бумажного листа. Толщина листа составляла h = 0,23⋅103 м. 
Ее измерение проводилось при помощи индикатора часового типа с ценой деления 
шкалы 10-6 м. 

Прямоугольные заготовки, представляющие собой развертку оболочки, 
вырезались из стандартного листа бумаги таким образом, чтобы главное 
направление ортотропии (ось х) совпадало с образующей, а ось у – с направляющей 
оболочки, после чего на заготовках вырезались прямоугольные отверстия. 
Изготовление оболочек осуществлялось путем склеивания заготовок на 
металлическом цилиндре. Ширина клеевого шва составляла 5⋅10-3 м. Внутренний 
радиус всех оболочек был принят равным R = 37,5⋅10-3 м, рабочая длина 0,15 м. 
Полная длина оболочек составляла 0,19 м. К криволинейным кромкам оболочки 
приклеивались металлические торцевые приспособления. Ширина приклея 
составляла 0,02 м. Такое закрепление краев обеспечивало граничные условия, 
близкие к жесткому защемлению.  

Всего испытано 9 серий оболочек, общее количество которых составило 270 шт. 
На оболочках 1-й серии вырезалось одно квадратное отверстие. При этом на 

различных моделях сторона отверстия изменялась в широком диапазоне: а = 0 
(сплошная оболочка); 5; 10; 20; 30; 40; 50; 60; 75 (⋅10-3 м). 

На оболочках 2-й – 6-й серий вырезались несколько квадратных отверстий, 
расположенных регулярно вдоль образующей таких размеров, чтобы при 
различном количестве отверстий их суммарная площадь для каждой серии 
оставалась постоянной (табл. 1). 

Таблица 1 

№ серии Суммарная площадь отверстий 
(F ⋅10-4 м 2) 

Количество отверстий  
(п шт) 

2 
3 
4 
5 
6 

9,0 
16,0 
25,0 
36,0 

56,25 

1;2; 3; 4; 5; 6; 8 
1;2; 3; 4; 5; 6; 8 
1;2; 3; 4; 5; 6; 8 

1;2; 3; 4; 5; 6 
1;2; 3; 4; 5; 6 

 
Оболочки 7-й, 8-й, и 9-й серий изготавливались с одним прямоугольным 

отверстием, площадь которого соответственно для каждой оболочки была принята 
F = 9⋅10-4 м2, F = 16⋅10-4 м2 и F = 25⋅10-4 м2. В каждой из этих серий варьировалось 
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соотношение сторон отверстий a/b = 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 0,9; 1,0; 1,1; 1,2; 1,5; 2,0 4,0; 
6,0; 10,0 (здесь а – размер стороны отверстия вдоль направляющей, b – вдоль 
образующей). 

На оболочках всех серий отверстия располагались симметрично относительно 
среднего поперечного сечения. 

Направление изгибающего момента для оболочек всех серий, кроме первой, 
выбиралось таким образом, чтобы клеевой шов находился в растянутой зоне, а 

противоположное ему отверстие – в сжатой. 
Оболочки первой серии, по три для каждого 
размера отверстия, испытывались по такой 
же схеме (отверстие в сжатой зоне), затем 
изменялось направление изгибающего 
момента и такое же количество оболочек 
было испытано при расположении 
отверстия в растянутой зоне. Во всех 
сериях для каждого выбранного размера и 
формы отверстия испытывались по три 
номинально идентичных оболочки. 

Схема нагружения моделей приведена 
на рис. 1. Оболочка (1), нижним торцем (2) 
неподвижно крепилась к горизонтальной 
плите (3). К верхему торцу крепился рычаг 
(4), через который при помощи системы 
тросов (5), блока (6) и стандартных гирь  
2-го класса точности (7) на оболочку 
передавался изгибающий момент. 

Экспериментальные исследования. Анализ форм волнообразования. 
Рассмотрим характерные особенности докритического поведения оболочек и их 
закритические формы равновесия. 

На сплошных оболочках локальных форм потери устойчивости не 
наблюдалось. Общая потеря устойчивости происходила хлопком с образованием 
одного-двух поясов ромбовидных вмятин характерных для осевого сжатия. В зоне 
максимальных сжимающих напряжений образовывалась наибольшая вмятина. По 
мере удаления от этой зоны размер вмятин уменьшался и в растянутой области 
волнообразования не наблюдалось. 

В работе Э.И. Григолюка и В.В. Кабанова [13] приводится обзор 58-ми работ 
различных авторов, посвящённых исследованию устойчивости гладких 
цилиндрических оболочек без отверстий при осевом сжатии. При этом отмечается 
очень большой разброс коэффициента kс = σэ/σв = 0.1–0.9, характеризующую 
отношение экспериментальных значений критических напряжений к верхним 
критическим, рассчитанным по линейной теории. В обсуждаемом эксперименте 
среднее значение критической нагрузки, полученное для десяти сплошных моделей 
составило 72 % от теоретического значения при разбросе экспериментальных 
данных не превышающим 6 %. Это свидетельствует о достаточно высоком качестве 
испытуемых оболочек. 

На оболочках 1-й серии с одним квадратным отверстием, расположенным в 
сжатой области, общей потере устойчивости при нагружении изгибающим 
моментом предшествовала локальная (кроме случая оболочек со стороной 
a = 7,5⋅10-2 м). Локальные вмятины появлялись вблизи углов отверстия. Их 

Рис. 1 
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оказывалось четыре, или две, которые располагались либо осесимметрично 
относительно отверстия, либо кососимметрично на прямой, проходящей через одну 
из диагоналей квадрата (рис. 2, рис. 3, рис. 4). После локальной потери 
устойчивости оболочки продолжали «нести» возрастающую нагрузку. Вмятины 
при этом увеличивались и несколько трансформировались. Общая потеря 
устойчивости сопровождалась хлопком и исчерпанием несущей способности 
оболочки (рис. 5, рис. 6). Превышение критического изгибающего момента, 
соответствующего общей потере устойчивости (Мкр) над критическим моментом, 
соответствующим локальной потере устойчивости (Мкр,лок) составляло от 9 % до 22 %. 

 

       
                  Рис. 2   Рис. 3    Рис. 4 
 

На оболочках 2-й и 3-й серий при количестве отверстий от двух до шести 
нагружение изгибающим моментом вызывало вначале локальную потерю 
устойчивости, которая сопровождалась скачкообразным появлением неглубоких 
кругообразным вмятин в районе углов отверстия, расположенного в сжатой зоне 
(рис. 7, рис. 8). Образование локальных вмятин не приводило к появлению 
пластических деформаций. Оболочки продолжали нести возрастающую нагрузку 
до общей потери устойчивости. Закритическое волнообразование представляло 
собой кососимметричные относительно оси оболочки овалообразные вмятины 
(рис. 9 – рис. 12).  

 

       
              Рис. 5             Рис. 6          Рис. 7      Рис. 8 
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                Рис. 9               Рис. 10          Рис. 11        Рис. 12 

На оболочках 2-й и 3-й серии с восемью отверстиями локальная форма потери 
устойчивости не наблюдалась. Общая форма потери устойчивости на оболочках 2-й 
серии сопровождалась образованием полукруглых вмятин, расположенных над или 
под отверстиями. Прямолинейные кромки отверстий наклонялись к центру 
кривизны оболочки. На одной из криволинейных кромок панели, расположенной 
между отверстиями, образовывалась впадина с резко изогнутым ребром (рис. 13). 
Общая потеря устойчивости оболочек 3-й серии с восемью отверстиями 
сопровождалась «стержневой» формой потери устойчивости панелей 
расположенных в сжатой зоне между отверстиями (рис. 14). 

     
                Рис. 13   Рис. 14               Рис. 15        Рис. 16 

На оболочках 4-й и 5-й серий местная потеря устойчивости наблюдалась при 
количестве отверстий n = 2–3 шт. (рис. 15 – рис. 16). Превышение критической 
нагрузки, соответствующей общей потере устойчивости для оболочек 2-й – 5-й 
серий составляло от 5 % до 14 %. 

Выпучивание оболочек 6-ой серии сразу же сопровождалось исчерпанием их 
несущей способности. Локальная форма потери устойчивости отсутствовала. 

Закритическое волнообразование, которое наблюдалось на оболочках  
4-й – 6-й серий условно можно отнести к двум типам: «панельное» и «стержневое». 
Характер волнообразования определялся размерами панели между двумя отверстиями, 
то есть её длиной и углом раствора. «Панельная» форма потери устойчивости была 
характерна для оболочек 4-й серии при n = 2–3 шт. (рис. 17, рис. 18). Для оболочек 
этих серий имеющих большее количество отверстий характерна «стержневая» форма 
потери устойчивости. Переход от «панельной» к «стержневой» форме потери 
устойчивости происходил при угле раствора панели порядка 40º. 
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             Рис. 17           Рис. 18          Рис. 19          Рис. 20 

Практически на всех оболочках 7-й – 9-й серии наблюдалась локальная 
потеря устойчивости (рис. 19 – рис. 22). Дальнейшее увеличение изгибающего 
момента на 6 – 15 % приводило к развитию вмятин и общей потере устойчивости, 
которая сопровождалась «мягким» хлопком. 

     
                  Рис. 21      Рис. 22    Рис. 23 

На оболочках с прямоугольными отверстиями вытянутыми по длине оболочки 
закритические формы равновесия, как правило, были симметричны относительно 
продольной оси симметрии отверстия. В тех моделях, на которых отверстия были 
вытянутыми вдоль дуги, волнообразование было преимущественно 
кососимметричным (рис. 23 – рис. 26). 

     
                   Рис. 24       Рис. 25       Рис. 26 
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Анализ экспериментальных данных. Рассмотрим основные закономерности 
в зависимостях критического изгибающего момента, соответствующего общей 
потере устойчивости оболочки, от размеров отверстий, их количества, формы, а 
также от их расположения относительно плоскости действия изгибающего 
момента. На рис. 27 представлены результаты испытаний оболочек первой серии 
когда одно квадратное отверстие разных размеров располагалось симметрично 
относительно плоскости действия изгибающего момента либо в растянутой (серия 
1а обозначено «●»), либо в сжатой области (серия 1б обозначено «○»). 
Максимальное значение длины стороны отверстия равнялось диаметру оболочки. 
Для оболочек серии 1а зависимость Мкр = f(a) можно аппроксимировать тремя 
отдельными ветвями параболы в местах «стыковки» которых (при а = 3⋅10-2 м и 
а = 6⋅10-2 м) имеют место характерные изломы. Для оболочек серии 1б такие 
изломы зависимости критического момента от размера отверстия также 
присутствуют, хотя и менее характерны. 

Как и следовало ожидать, с увеличением размера отверстия критические 
нагрузки для оболочек с отверстием, расположенным в сжатой зоне, падают 
значительно интенсивнее, чем для оболочек с отверстием, расположенным в 
растянутой области. Так, отверстие со стороной a = 5⋅10-3 м снижает несущую 
способность оболочек серии 1а на 5 %, а серии 1б – на 16 %. Несущая способность 
оболочек серии 1а при отверстии со стороной а = 7,5⋅10-2 м составляет более 
половины от соответствующей величины для сплошной оболочки, а для оболочек 
серии 1б критический изгибающий момент составляет всего порядка 18 % от 
критического момента для сплошной оболочки. 

 
Разброс критических усилий между номинально идентичными оболочками не 

превышают 8–10 %, что подтверждает высокий уровень эксперимента. В связи с 
этим на последующих рисунках приведены результаты испытаний, определённые 
по трём номинально идентичным моделям. 

а (10-3м) 

Мкр(Н·М) 

Рис. 27 

● – Серия 1а 
○ – Серия 1б 
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На рис. 28 для оболочек 2-й – 6-й серий (данные обозначены, соответственно 

как 2 – «□», 3 – «▲», 4 – «●», 5 – «○», 6 – «■»), в каждой из которых постоянной 
оставалась суммарная площадь n квадратных отверстий, приведены критические 
значения изгибающих моментов в зависимости от количества отверстий n. Эти пять 
зависимостей качественно практически копируют друг друга. Как видно из рис. 28 
переход от одного к двум отверстиям сопровождается повышением критических 
усилий. Это объясняется тем, что во всех экспериментах на оболочках этих серий 
одно из отверстий располагалось симметрично относительно плоскости действия 
изгибающего момента в сжатой области, поэтому можно утверждать (с 
использованием данных рис. 27), что оболочка с двумя отверстиями одно их 
которых расположено в сжатой, а другое в растянутой области будет более 
устойчивей к действию чистого изгиба, нежели оболочка с одним отверстием, 
расположенном в сжатой области, при условии, что площадь этого отверстия равна 
сумме площадей двух отверстий вышеупомянутой оболочки. 

На оболочках с тремя отверстиями наблюдается устойчивый рост критических 
нагрузок, что также объясняется схемой нагружения. Во-первых, площадь каждого 
отверстия меньше, чем их площадь на оболочках с двумя отверстиями. Во-вторых, 
если одно отверстие находится в сжатой зоне, то два других расположены 
практически в нейтральной области. Дальнейшее увеличение количества отверстий 
приводит к монотонному снижению критических нагрузок, величина которых 
определяется устойчивостью панелей, расположенными между отверстиями, о чём 
свидетельствует закритическая форма равновесия локализованная на этих панелях 
(рис. 9 – рис. 14). Изменение размеров панелей с увеличением количества отверстий 
и приводит, очевидно, к понижению критического изгибающего момента. 

На рис. 29 для оболочек 7-й – 9-й серий (данные обозначены, соответственно, 
как 7 – «●», 8 – «○», 9 – «▲»), приведены зависимости Мкр = f(a/b) критических 
изгибающих моментов от соотношения сторон одного прямоугольного, 
расположенного в сжатой зоне оболочки, отверстия разной площади. Увеличение 

n (шт) 

Мкр(Н·М) 

Рис. 28 

Серия 2 – □ 
Серия 3 – ▲ 
Серия 4 – ● 
Серия 5 – ○ 
Серия 6 – ■
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площади отверстия от 9⋅10-4 м2 (7-я серия) до 25⋅10-4 м2 (9-я серия) приводит к 
снижению критических усилий на 30 – 40 %, которое практически не зависит от 
соотношения сторон отверстия в диапазоне (0 < a/b ≤ 1). Характерной 
особенностью полученных результатов является то обстоятельство, что для всех 
моделей с отверстиями, вытянутыми вдоль длины оболочки критическая нагрузка 
практически не изменяется, но как только соотношение a/b становится большим 
единицы, наблюдается резкое падение изгибающего момента, которое для 
отверстий, значительно вытянутых вдоль дуги (a/b = 10), достигает 65 – 75 %. 

 
Выводы. В настоящей статье, по-видимому впервые, представлены и 

анализируются результаты широкомасштабного эксперимента по исследованию 
устойчивости гладких цилиндрических оболочек с системой квадратных и 
прямоугольных отверстий при нагружении чистым изгибающим моментом. 
Полученные результаты могут быть использованы как в практике проектирования 
инженерных конструкций, так и при построении соответствующих математических 
моделей для теоретического исследования поставленной задачи. 
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Львівський інститут прикладних проблем механіки і математики 

 ім. Я.С.Підстригача НАН України  

ЗНАХОДЖЕННЯ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ ВІСЕСИМЕТРИЧНО 
НАВАНТАЖЕНОГО НА БОКОВІЙ ПОВЕРХНІ ЦИЛІНДРА  

Запропоновано числово-аналітичний метод розв’язування граничної задачі для 
скінченного циліндра під вісесиметричним навантаженням. Наведено загальний розв’язок 
рівнянь теорії пружності в циліндричній системі координат через дві гармонічні функції. 
Знайдено подання тензора напружень у вигляді ряду за власними неортогональними 
функціями. Теоретично і чисельно досліджено питання збіжності розв’язку, наведено оцінки 
точності задоволення двох граничних умов. Чисельно розраховано напружений стан циліндра 
для різних навантажень бокової поверхні. 

Ключові слова: власні функції, квадратична форма, чисельно-аналітичний метод, 
циліндр. 

Предложен численно-аналитический метод решения граничной задачи для осесимметрично 
нагруженного конечного цилиндра. Приведено общее решение уравнений теории упругости в 
цилиндрической системе координат через две гармонические функции. Найдено представление 
тензора напряжений в виде ряда по собственным неортогональным функциям. Теоретически и 
численно исследованы вопросы сходимости решения, приведены оценки точности 
удовлетворения двух граничных условий. Рассчитано напряженное состояние цилиндра для 
различно нагруженной боковой поверхности. 

Ключевые слова: собственные функции, квадратическая форма, численно-
аналитический метод. 

Abstract. The numerical-analytical method of a solution of a boundary problem for the finite cylinder 
is proposed. The general solution of the theory of elasticity in the cylindrical coordinate system is 
represented in terms of two harmonic functions. Representation of a tensor of stresses is determined in 
the form of series at the eigenfunctions. Theoretically and numerically problems of convergence of a 
method are investigated. Estimations of an exactitude of sufficing of several boundary conditions are 
given. The axisymmetric problem for the finite cylinder for variously loaded lateral area is calculated 
by the numerical-analytical method. 

Key words: eigenfunctions, the quadratic form, a numerical-analytical method.  

Вступ. Знаходження напружено-деформованого стану (НДС) скінченого 
пружного циліндра є важливою практичною проблемою [3; 7–10]. У [9] 
відзначено, що ефективним способом розв'язування крайових задач теорії 
пружності є метод розкладу за власними функціями. При використанні цього 
підходу бажано, попередньо, виділити основний напружений стан, (який 
відповідає заданим головним векторам зусиль і моментів) [4]. У [5] 
запропоновано аналітичний підхід до знаходження тривимірного НДС циліндра, 
навантаженого на боковій поверхні. Там же показано, що збурений НДС можна 
виразити через побудовані власні функції. 

Нижче, досліджено деякі аспекти моделювання НДС циліндра за 
допомогою неортогональних функцій. Знайдено НДС циліндра під дією 
локально розподілених вісесиметричних навантажень. Досліджено збіжність 
методу і точність задоволення граничних умов на поверхні циліндра. 

Постановка задачі. Знайдемо НДС ізотропного циліндра, який займає 
об'єм ( ) [ ] [ ] [ ]( ){ }= , , 0, , 0,2D r x R h hϕ π∈ × − ×  у циліндричній системі координат 

                                                      
1 © В.П. Ревенко, 2009 
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( , , )r x ϕ  [1; 3]. Циліндр навантажений на боковій поверхні вісесиметричними 
навантаженнями: 

 1( , ) = ( ), ( , ) = ( )r g rxR x, x R x, xσ ϕ σ τ ϕ τ , (1) 

де зовнішні навантаження ( )g xσ , 1( )xτ  − неперервні функції на боковій 
поверхні циліндра, 1( ) 0hτ ± =  [3; 9]. Оскільки для цієї задачі НДС не залежить 
від кута ϕ  [3; 8], то ми його не будемо явно вказувати у формулах. На торцях 
циліндра відсутні навантаження:  

 ( , ) = 0, ( , ) = 0x rxr h r hσ τ± ± . (2) 

Із рівнянь рівноваги слідує, що значення зовнішних дотичних навантажень не 

будуть довільними, а повинні задовольняти умову 1( ) 0
h

rx
h

S x dxτ
−

= =∫ , де rxS  − 

дотичне зусилля на боковій поверхні [4]. 
Задоволення граничних умов. Використовуючи загальне подання 

розв’язку рівнянь Ляме у циліндричній системі координат [5], подамо 
компоненти вектора пружних переміщень у вигляді: 

 = , = (3 4 ) , = 0r xu x u x u
r r x x ϕ
Ψ Φ Ψ Φ ν Φ∂ ∂ ∂ ∂

+ + − −
∂ ∂ ∂ ∂

, (3) 

де Φ , Ψ  − функції переміщень, які залежать від двох координат ( , )r x  і є 
розв’язками гармонічного рівняння 

 
2 2

2 2{ } ( , ) = 0U r x
r rr x

∂ ∂ ∂
+ +

∂∂ ∂
.  

Відома функція Лява L  [3; 8], яка описує осесиметричну деформацію, 

виражається через уведені функції за формулою = 2 ( )L G x
x

Ψ Φ∂
− +

∂
, де G  − 

модуль зсуву. 
Підставимо вектор переміщень (3) до виразу компонентів тензора 

деформацій у циліндричній системі координат [3; 7] і знайдемо: 
2 2

2 2

2

1= ( ), = ( ) = ( )

= 2 ( ) , = 0, = 0

r x

rx x r

x x , x ,
r r xr x

x ,
x r r

ϕ

ϕ ϕ

Φε Ψ Φ ε Ψ Φ ε Ψ Φ χ

Φγ Ψ Φ χ γ γ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + −

∂ ∂∂ ∂

∂ ∂
+ −

∂ ∂ ∂

 

де 4 1( )χ ν= − . Врахувавши, що 2 1 2r ze ( )
zϕ
Φε ε ε ν ∂

= + + = − −
∂

 і підставивши 

знайдені деформації до співвідношення Гука, визначимо нормальні напруження 
у циліндричній системі координат 
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2 2 2 2

2 2 2 2= 2 2 , = 2 2(1 ) ,

2= [ 2 ],

r xG x G x
x xr r x x

G x r
r r x rϕ

Φ Φ Ψ Φ Φ Ψσ ν σ ν

Φ Φ Ψσ ν

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∂ ∂ ∂

− +
∂ ∂ ∂

 (4)  

відповідно дотичні напруження мають вигляд  

 
2 2

= 2 (1 2 ) , = 0 = 0rx x rG x ,
x r r x r ϕ ϕ
Φ Φ Ψτ ν τ τ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
− − +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
. (5)  

Слідуючи [5, 9], НДС циліндра подамо у вигляді суми основного і 
збуреного станів, які відповідно описуються функціями 0Φ , 0Ψ  та Φ , Ψ . 
Основний НДС для задачі (1), (2) є розв’язком задачі про рівномірний стиск 
циліндра 0( , ) = , ( , ) = 0r r rxR x const R xσ σ τ= . Наведемо знайдені для нього 
функції переміщень [4]: 

0
0 r x / EΦ σ= − , 0 2 2

0 1 2 2r( ) ( r x ) / E,Ψ ν σ= − −  

де 0
2

r
r

T
h

σ = , ( )
h

r g
h

T x dxσ
−

= ∫  − нормальне зусилля основного НДС. З умов (1), 

після підстановки напружень (4), (5) і функцій 0Φ , 0Ψ  одержимо граничні 
умови для визначення функцій Φ , ,Ψ  

 

2 2
0

2 2

2 2

1

2 2 = ( ) ( ) ,

2 (1 2 ) ( ),

g g rG x x x r R,
xr r

G x x r R.
x r r x r

Φ Φ Ψν σ σ σ

Φ Φ Ψν τ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
− + ≡ − =⎢ ⎥

∂∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ∂ ∂

− − + = =⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

%

 (6)  

У [5] показано, що нульові граничні умови (2) будуть тотожно 
задовольняти такі функції переміщень: 

0= { ( ) ( )}k k k k( r , ) hRe a I r sin zΦ γ β γ , 2
0= { ( ) ( ) ( )k k k k k( r , ) Re a z I r cos z }h ,Ψ γ δ β γ  (7) 

де 0 ( )I rβ  − модифікована функція Бесселя [1]; ( ) = [2(1 )/ ( )]z z tg zδ ν− − + ; 

k kz / hβ = ; x / hγ = , 1 1[ , ]γ ∈ −  − безрозмірна змінна; ka  − невідомі комплексні 
коефіцієнти; kz  − безрозмірні комплексні параметри, нулі характеристичної 
функції 
 ( ) ( )2 2F z sin z z≡ + .   

Функція ( )F z  така сама, як у плоскій задачі [2; 6]. Вона має зліченне число 
комплексних нулів kz , 0kRe( z ) > , які можна занумерувати у порядку зростання 
їх дейсних частин. Функції (7) називають власними функціями або однорідними 
розв’язками [3]. Граничні умови (6) можна задовольнити, якщо подати шукані 
функції переміщень у вигляді ряду за власними функціями (7) 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

161 

 
0

=1

2
0

=1

= { ( ) ( )},

= { ( ) ( ) ( )

k k k
k

k k k k
k

( r , ) h Re a I r sin z

( r , ) h Re z a I r cos z }.

Φ γ β γ

Ψ γ δ β γ

∞

∞

∑

∑
 (8)  

Підставимо подання (8) до співвідношення (4), (5) і одержимо загальне 
представлення напружень збуреного НДС за власними функціями: 

2
0 0

=1
= 2 { { [ ( ) ( ) ( )] ( ) 2 ( ) ( )r k k k k k k k k

k
G Re a h z cos z sin z I r z cos z I r }}σ δ γ γ γ β ν γ β

∞
′′+ −∑ , 

0
=1

= 2 { {[2 1 ( ) ( ) ( ) ( )x k k k k k k k k
k

G Re a ( ) z z ] cos z z sin z }z I r }}σ ν δ γ γ γ β
∞

− − + +∑ , (9)  

0 0
=1

2= { { [ ( ) ( ) ( )] ( ) 2 ( ) ( )k k k k k k k k
k

Gh rRe a h z cos z sin z I r z cos z I r }}
r hϕσ δ γ γ γ β ν γ β

∞
′+ −∑ , 

0
=1

= { {2 [ ( ) [(1 2 ) ( )] ( )] ( )}rx k k k k k k k
k

Gh Re a z cos z z z sin z I rτ γ γ ν δ γ β
∞

′− − +∑ . 

Граничні умови (6) після підстановки до них напружень (9) зведемо до 
такого безрозмірного вигляду 

 
=1

, = 1,2m
k k m

k
c A ( ) P ( ) mγ γ

∞
=∑ ,  1 1[ , ]γ ∈ − , (10)  

де ( )1 /gP ( ) h Gγ σ γ= % , ( )2 1 /P ( ) h Gγ τ γ= ; 2 1 2k k ka c ic−= + ; 2 1
m m
k kA ReV− = , 

2
m m
k kA ImV= − ; 2

0 1= 2 { ( ) [(1 2 ) ( )] ( )} ( )k k k k k k kV h z cos z z z sin z I zγ γ ν δ γ δ′− − + , 
1 2 2

0 1 0 1 0 1= 2{[ ( ) ( ) 2 ( )] ( ) ( ) ( )}k k k k k k k kV h z I z z I z cos z h I z sin zδ δ ν δ γ γ δ γ′′ ′′− + ; 

0 1 1 1( ) = ( )/ ,k k kI z z I z hδ δ′   2 2
0 1 2 1 0 1( ) = [ ( ) ( )]/(2 )k k k kI z z I z I z hδ δ δ′′ + ; 1 = /R hδ . 

Отже, задача знаходження НДС ізотропного циліндра зведена до розв’язання 
функціональних граничних рівнянь (10). Відзначимо, що одержані функції 

m
kA ( )γ  (10) не являються ортогональными на проміжку [ ]1 1,γ ∈ − . 

Метод розв’язку. Обмежимося у співвідношеннях (8) першими N  
членами ряду і позначимо такі функції переміщень N ( r, )Φ γ , N ( r, )Ψ γ . Функції 

NΦ , NΨ  точно задовольняють усі співвідношення тривимірної теорії 
пружності та граничні умови (2). Проте, умови (10) внаслідок використання 
обмеженої кількості членів ряду будуть задовольнятися наближено. Позначимо 
ліві частини граничних умов (10) 

 
2

1 1

=1

N
N k k

k
f ( ) c A ( )γ γ= ∑ ,    

2
2 2

=1

N
N k k

k
f ( ) c A ( )γ γ= ∑ . (11)  

Як зробити так, щоб знайдені функції (11) для заданого N , як найточніше 
задовольняли граничні умови (10). Розв'язок поставленої задачі побудуємо 
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використовуючи методику запропоновану в [6] при розв’язуванні плоскої 
задачі. Для цього мінімізуємо числову міру відхилення шуканого наближеного 
розв'язку від точного, яка буде рівна сумі інтегралів квадратів нев’язки в 
граничних умовах (10). Величину відхилення наближеного розв’язку від 
точного буде визначати мінімум такого функціонала: 

{ }
22 12 2 2

1 2
1 1 =11

2 2
2

, =1 =1

,...

2 ,

N
m m

N N N m k k m
m m k

N N
k j kj k k

k j k

c c f ( ) P ( ) c A ( ) P ( ) d

c c W c V P

Ω γ γ γ γ γ
= =−

⎧ ⎫⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪≡ − ≡ − ≡⎨ ⎨ ⎬ ⎬
⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

≡ − +

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑

 (12)  

де f ( )γ  позначає норму в просторі функцій 2[ 1 1]L ,− ; 

( ) ( )
1 2

11
= m m

kj k j
m

W A A dγ γ γ
=−

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑∫ , =kj jkW W , ( ) ( )

1 2

11
= m

k k m
m

V A P dγ γ γ
=−

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑∫ , 

= 1, 2k , j N ; ( ) ( ){ }1 2 22
1 21=P P P dγ γ γ

−
+∫ . Відзначимо, що коефіцієнти kjW  

знайдені точно і виражені через тригонометричні та Бесселя функції. Вони 
находяться таким же способом, як у плоскій задачі [6]. 

За означенням, функціонал (12) є невід'ємно визначеною квадратичною 
формою. Його мінімум позначимо F( N ) . Коефіцієнти, на яких досягається 
мінімум позначимо N

kc . За формулами (7), (8) визначимо найкращий 
наближений розв’язок NΦ% , NΨ% . Невідомі коефіцієнти N

kc  визначимо з умови 

мінімуму квадратичної форми (12). Для цього знайдемо частинні похідні N

jc
Ω∂
∂

, 

1 2j , N=  і прирівняємо їх до нуля 

  
2

1

N
jN

k jk
k

c W V
=

=∑ ,   1 2j , N= .     (13) 

Розв'яжемо систему лінійних рівнянь (13). На знайдених коефіцієнтах N
kc  

функціонал NΩ  буде мати мінімальне значення рівне F( N ) . 

Лема. Функція F( N )  є невід’ємною, не зростаючою і рівною  

F( N ) =
1

2 2
1 2

1
P ( ) P ( ) dγ γ γ

−

⎡ ⎤+⎣ ⎦∫
2

1

N
N
k k

k
c V

=
−∑ .    (14) 

До в е д е н н я. По означенню, функціонал (12) є невід’ємним. Те що 
функція ( )F N  є не зростаючою доведемо від протилежного. Припустимо, що 

1F( N ) F( N )< + . Оскільки функціонал 1NΩ +  включає в себе NΩ  як частковий 
випадок, коли 2 1 2 2 0N Nc c+ += = , то таке припущення суперечить визначенню 
мінімальності 1F( N )+ . Отже 1F( N ) F( N )+ ≤ . Після врахування рівнянь (13) 
із квадратичної форми (12) випливає нерівність (14). 
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Теорема. Якщо для довільного > 0ε  існує N , таке що F( N ) 2< 4ε , то 

функції NN
( r, )limΦ Φ γ

→∞
= %  NN

( r, )limΨ Ψ γ
→∞

= %  будуть точно задовольняти 

граничні умови (2) (6) і визначати розв’язок задачі (1), (2). 
Доведення. Згідно леми маємо 2F( N k ) F( N ) ε+ ≤ < , для любого 

натурального k , а також буде існувати границя ( ) = 0
N

F Nlim
→∞

. Покажемо, що 

при збільшенні N  побудовані функції m
Nf ( )γ  (11) будуть задовольнити умови 

(10) із заданою похибкою ε  у метриці простору 2[ 1 1]L ,− . Дійсно, згідно умови 
теореми для довільного > 0ε  існує N , таке що для всіх n N≥  виконується 

2( ) < 4F n /ε . З виразу функціонала (12) слідує, що послідовності функції 
m
Nf ( )γ  є фундаментальними, так як 

2 2m m m m
j n j m n mf f f P f P / /ε ε ε− ≤ − + − < + =  

для довільних n, j N≥ . Отже, границі функцій m
m NN

f ( ) f ( )limγ γ
→∞

=  будуть 

існувати у просторі 2[ 1 1]L ,− . Граничні умови (10) також будуть задовольнятися 
із заданою похибкою у метриці 2[ 11]L ,− , оскільки згідно (12) 

 ( ) < 2m
N mf P F N /ε− ≤ ,  1 2m ,= . (15)  

Спрямовуючи в нерівностях (15) N →∞  одержимо, що побудовані функції 
mf ( )γ  точно задовольняють граничні умови (10), (6) у метриці простору 

2[ 1 1]L ,− . Отже маємо 0m mf P− = , 1 2m ,= . Оскільки функції mP ( )γ , mf ( )γ  
неперервні, то умови (10), (6) також будуть виконувитися у просторі [ 1 1]C ,− . 
Відзначимо що напруження, які описуються функціями Φ , Ψ  точно 
задовольняють всі рівняння і співвідношення тривимірної теорії пружності та 
граничні умови (2), (6), отже є розв’язком поставленої задачі. Із теореми 
існування та єдиності розв’язку задач теорії пружності випливає висновок 
теореми. 

Числовий аналіз. Спочатку, ми чисельно перевіряємо чи виконується 
умова ( ) 0F N → , при N →∞ . Якщо ця умова виконується, то нерівності (15) 
показують, що значення ( )F N  буде оцінкою наближення НДС, який описується 
функціями NΦ% , NΨ%  до точного розв'язку в метриці простору 2[ 1 1]L ,− . Із 
теореми також слідує, що числове значення N F( N )δ =  можна розглядати як 
оцінку наближення функції переміщень NΦ% , NΨ%  до точного розв’язку у 
просторі [ 11]C ,− . 

Моделювання зусиль, прикладених до циліндра. Стискальне 
навантаження (1) подамо так: g M( ) f ( )σ γ σ γ= − , 0 0[ , ]γ γ γ∈ − ; 0g ( )σ γ = , 

0 0[ , ]γ γ γ∉ − ; f ( ) f ( )γ γ− =  0 1f ( ) = , де Mσ  − максимальне значення 
нормального навантаження. Дотичні навантаження відсутні. Для цього 
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навантаження 0

0
r MT h f ( )dγ

γ
σ γ γ

−
= − ∫ , а напруження основного НДС будуть 

рівні 
0
rσ σ= − ,  0 0xσ = ,   0

ϕσ σ= −    0 0rxτ = ,   (15) 

де 0

02
M f ( )dγ

γ
σ

σ γ γ
−

= ∫ . Знайдені напруження будемо визначати відносно σ . З 

умов (15) одержимо рівність 

0

0
2M f ( )dγ

γ
σ γ γ σ

−
=∫ ,     (16) 

яка служить для визначення 0γ . 
Параболічний закон зміни навантаження. Прикладене до циліндра 

навантаження будемо моделювати параболічною функцією: 
2 2 2
0 0f ( ) ( ) /γ γ γ γ= − , 0 0[ , ]γ γ γ∈ − . Із умови (16) визначимо область локалізації 

нормальної сили 02 3 M/∆ γ σ σ= = . Отже, чим більше значення максимального 
напруження Mσ , тим у меншому околі біля точки нуль розподілена сила. У 
границі, коли Mσ →∞  одержимо зосереджене зусилля. Для цього 
навантаження права частина рівнянь (13) рівна 

2 1k kV Re F− = ,  2k kV Im F= ,  1k ,N= . 

де  
2 2
0 0 0k k k k k k M k k k k k k kF [ n sin z / z m A ] { n [ sin( z ) / z E ] m [ B D ]} /σ σ γ γ γ= + − − + − ;  

2
0 1 0 1( ( ) 2 ( )k k k k kn h z )I z z I zδ δ ν δ′′= − ;  2

k k k k kA sin z / z cos z / z= − ; 2
0 1( )k km h I z δ′′= ; 

2 3
0 02k k k kE ( / z / z )sin( z )γ γ= − + 2

0 02 k kcos( z ) / zγ γ ;  
3
0 03k k k k kD E / z cos( z ) / zγ γ= − ;  2 2

0 0 0 0k k k k kB [sin( z ) / z cos( z ) / z ]γ γ γ γ= − . 

Лінійний закон зміни навантаження. Навантаження будемо моделювати 
лінійною функцією: 0 0f ( ) ( ) /γ γ γ γ= − , 00[ , ]γ γ∈ ; 0 0f ( ) ( ) /γ γ γ γ= + , 

0 0[ , ]γ γ∈ − . З умови (16) визначимо область локалізації нормальної сили 

02 4 M/∆ γ σ σ= = , яка на 25 % більша ніж при параболічному законі розподілу. 
На рис. 1, 2 наведено симетричний відносно γ  розподіл нормальних 

напружень у циліндрі залежно від відношення R / h  і безрозмірних координат 
r / Rα = , γ . При розрахунках приймали 25Mσ σ= . Для аналізу впливу на НДС 

циліндра відношення R / h , на рис. 1 розглянуто відносно тонкий циліндр 
2R / h = , а на рис. 2 відносно довгий циліндр 0 5R / h ,= . На рис. 1 а), 2 а) 

розглянуто параболічний, а на рис. 1 б), 2 б) лінійний закон розподілу 
навантаження. Якісна картина розподілу напружень для цих випадків подібна, 
але в довгому циліндрі при аналогічному стискальному навантаженні виникає 
зона розтягуючих напружень 0x( , )σ α γ > . Максимальне значення цих 
напружень може досягати 20 % від Mσ . Максимальне значення дотичних 
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напружень rxτ  у матеріалі циліндра не перевищує 25 % від Mσ . 

 
Рис. 1  

Числовими розрахунками встановлено, що при зміні безрозмірної 
координати 0α →  всі напруження збігаються до значень основного НДС. Якщо 
збільшувати 100Mσ σ> , то маємо залежність 1 0 1 0x r M( , ) ( , )σ σ σ≈ = . З рисунків 
видно, область локалізації збуреного НДС знаходиться в границях 0γ γ< . 

 

 
Рис. 2  

 
Установлено, що мінімум функціонала (12) при N →∞  прямує до нуля. 

Наведемо знайдені числові значення F( N )  для параболічного розподілу: 

100 0 0014F( ) ,= , 4200 3 10F( ) * −= , 5400 3 7 10F( ) , * −= . При 400N =  похибка 

задоволення в граничних умовах (10) дотичних напружень менша 52 10* − , а 
нормальних менша 310− , за винятком околів точок, в яких зовнішнє 
навантаження має розрив похідної. 

Висновки. Обгрунтовано використання нового числово-аналітичного 
методу розрахунку НДС скінченого циліндра. Установлені числові критерії 
збіжності методу. Наведено явний розв’язок рівнянь теорії пружності у вигляді 
ряду за побудованими власними функціями. Показано, що похибку задоволення 
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крайових умов визначає корінь квадратний із мінімума квадратичної форми (12), 
значення якого зі збільшенням N  наближається до нуля. Знайдено, що за різних 
законів розподілу навантажень, (яке моделює зосереджене зусилля) напруження 
в циліндрі суттєво залежать тільки від головного вектора і максимального 
значення цього розподіленого зусилля. Знайдена залежність 0 0x r( R, ) ( R, )σ σ≈ . 
Для відносно довгого циліндра ( 2h / R ≥ ) під стискальною силою виникають 
максимальні додатні напруження xσ , які можуть викликати руйнування 
циліндра із крихких матеріалів. 
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УДК 532.516 

Е.П. Серко1 
Днепропетровский национальный университет имени Олеся Гончара 

ЧИСЛЕННАЯ МЕТОДИКА И ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ 
ДЛЯ РАСЧЕТА НЕСТАЦИОНАРНЫХ НЕСЖИМАЕМЫХ ТЕЧЕНИЙ 

НА ОСНОВЕ МЕТОДА ИСКУССТВЕННОЙ СЖИМАЕМОСТИ 

Нестаціонарні ламінарні течії в’язкої нестисливої рідини моделюються на основі  
нестаціонарних рівнянь Нав’є-Стокса, записаних в узагальнених неортогональних координатах. 
Алгоритм розв’язання вихідних рівнянь у фізичних змінних базується на методі штучної  
стисливості. Дискретизація системи рівнянь здійснюється за методом контрольного об’єму. Для 
апроксимації конвективних похідних застосовується протипоточна схема TVD другого порядку 
точності, для в’язких членів – центрально-різницева схема. Інтегрування за часом реалізується за 
допомогою однокрокової явної тришарової за часом схеми з підітераціями. На основі чисельної 
методики розроблено програмне забезпечення, виконано розрахунок задач про розвиток течії в 
квадратній каверні та нестаціонарне обтікання кругового циліндра. 

Ключові слова: в’язка нестислива рідина, рівняння Нав’є-Стокса, чисельне моделювання, метод 
штучної стисливості, контрольні об’єми, схема проти потоку, течія в каверні, обтікання циліндра. 

Нестационарные ламинарные течения вязкой несжимаемой жидкости моделируются на 
основе нестационарных уравнений Навье-Стокса, записанных в обобщенных неортогональных 
координатах. Алгоритм решения исходных уравнений в физических переменных основывается 
на методе искусственной сжимаемости. Дискретизация системы уравнений осуществляется по 
методу контрольного объема. Для аппроксимации конвективных производных применяется 
противопоточная схема TVD второго порядка точности, для вязких членов – центрально-
разностная схема. Интегрирование по времени реализуется с помощью одношаговой явной  
трехслойной по времени схемы с подытерациями. На основе численной методики разработано 
программное обеспечение, выполнен расчет задач о развитии течения в квадратной каверне и 
нестационарном обтекании кругового цилиндра. 

Ключевые слова: вязкая несжимаемая жидкость, уравнения Навье-Стокса, численное  
моделирование, метод искусственной сжимаемости, контрольные объёмы, схема против потока, 
течение в каверне, обтекание цилиндра. 

The nonstationary laminar flows of viscous incompressible fluid are simulated on the basis of the 
nonstationary Navier-Stokes equations in generalized nonorthogonal coordinates. The algorithm for  
numerical calculations of governing equations in physical variables is based on the pseudocompressibility 
method. The discretization of the combined equations is made by the finite-volume method. The upwind 
second-order accurate TVD scheme is applied for the convective terms approximation, the central finite-
difference scheme is used for the viscous terms. The time integration is realized with the help of one-step 
explicit three-level difference scheme with subiterations. The program complex based on the numerical 
technique was designed; the problems about the flow in the square cavity with top movable cover and 
about the nonstationary flow over a circular cylinder with vortex shedding were calculated. 

Key words: viscous incompressible flow, Navier-Stokes equations, numerical modeling,  
pseudocompressibility method, finite-volume method, upwind differencing scheme, cavity flow,  
cylinder with vortex shedding. 

Введение. Актуальность моделирования процессов аэрогидродинамики об-
условлена необходимостью изучения проблем экологии, энергомашиностроения, 
транспорта и других областей. Большинство задач, имеющих важное прикладное 
значение, характеризуется нестационарным характером. Одной из наиболее полных 
математических моделей для решения нестационарных задач механики жидкости и 
газа являются нестационарные уравнения Навье-Стокса. 

Исследования данной работы базируются на подходе, называемом вычисли-
тельным экспериментом и обладающем свойствами как теоретического, так и экс-
периментального метода исследования. Этот подход не является дорогостоящим, 
как проведение эксперимента, и дает возможность задания широкого диапазона 

                                                 
  © Е.П. Серко, 2009    
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значений режимных параметров. Поскольку, на сегодняшний день уравнения На-
вье-Стокса не могут быть решены аналитически, а также стало широкодоступным 
использование быстродействующих компьютеров, решение ищется численно, с 
предварительной реализацией алгоритма в виде расчетного программного ком-
плекса. Для верификации работоспособности комплекса выбрана задача о развитии 
течения в квадратной каверне с подвижной крышкой, которая, несмотря на прос-
тую геометрию, отражает сложные физические особенности течений, описываемых 
уравнениями Навье-Стокса. 

Сложность получения нестационарных решений заключается в необходимос-
ти одновременного рассмотрения законов сохранения массы и количества движе-
ния, описываемых дифференциальными уравнениями разного типа. Проблема ре-
шалась разными способами: записью исходных уравнений в переменных 
завихренность-функция тока [9]; решением «чисто сжимаемых» уравнений [13]; 
решением уравнений в физических переменных по схеме SIMPLE u-v-p [5; 11]; 
применением метода искусственной сжимаемости для решения уравнений в физи-
ческих переменных [6; 12; 13]; использованием подхода предобуславливания [14]. В 
данной работе для расчета нестационарных ламинарных несжимаемых течений, ко-
торые описываются уравнениями Навье-Стокса в физических переменных, приме-
нен метод искусственной сжимаемости. 

Постановка задачи. Основной механической моделью, описывающей плос-
кое нестационарное течение несжимаемой вязкой жидкости с постоянными свойст-
вами при отсутствии внешних сил, является система уравнений Навье-Стокса и 
уравнения неразрывности. Запишем их при условии постоянного значения коэффи-
циента вязкости и постоянной плотности в векторной форме 

( )

0
1
ѓ П

div V
V V V p V
t

∂ ν
∂

=⎧
⎪
⎨ + ∇ = − ∇ + ∆⎪⎩

,

 
  

(1) 
 

где V  – вектор скорости, ρ  – плотность, p – давление, ν  – кинематический коэф-
фициент вязкости. 

Начальные условия. В рассматриваемых задачах в качестве начальных условий 
задаются параметры невозмущенного потока во всей вычислительной области. В за-
даче о развитии течения в каверне с подвижной крышкой начальное распределение 
давления во всей области  полагается 0p p= , значения компонент вектора скорости 
полагаются равными нулю, за исключением горизонтальной составляющей вектора 
скорости на верхней подвижной границе: 1u = . В задаче о нестационарном обтека-
нии цилиндра начальное распределение давления во всей области: p p∞= ; распре-
деление вертикальной компоненты скорости: 0υ = ; горизонтальной компоненты 
скорости: 1u =  во всех точках, кроме поверхности цилиндра, где 0u = . 

Граничные условия. Рассмотрение течений вязкой жидкости определяет по-
становку в качестве граничных условий так называемых условий прилипания, со-
гласно которым все компоненты скорости на твердых неподвижных границах пола-
гаются равными нулю: 0V = . В качестве граничных условий для давления в 

задачах выступает приближение пограничного слоя: 0p
n
∂

=
∂

. Кроме указанных ус-

ловий, в задаче о развитии течения в каверне с подвижной крышкой на верхней гра-
нице компоненты скорости полагаются: 1 0u , υ= = ; в задаче о нестационарном об-
текании цилиндра на внешней границе области задаются параметры 
невозмущенного потока. 
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Численный алгоритм. Метод искусственной сжимаемости. Численное 
решение задачи для несжимаемой жидкости связано с дополнительными вычисли-
тельными сложностями. В уравнение неразрывности входят только компоненты 
скорости, отсутствует прямая связь с давлением, которое в случае сжимаемых те-
чений связывается через плотность. Поэтому, для решения системы уравнений ко-
личества движения и уравнения неразрывности применяется метод искусственной 
сжимаемости [12]. В этом методе к уравнению неразрывности добавляется псевдо-
производная давления по времени 

0p u
x y

υβ
τ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,
 

(2) 

что позволяет привести исходную систему уравнений к единому параболично-
гиперболическому виду, здесь u, υ  – декартовы компоненты вектора скорости, 
β – параметр метода искусственной сжимаемости. Уравнения интегрируются по 
физическому времени с выполнением итераций, пока не будет получено поле  
скорости с минимальным значением дивергенции на новом физическом шаге по 
времени. Это дает возможность согласовывать поля давления и скорости на одном 
временном шаге. 

Численный алгоритм. Переход к произвольным неортогональным  
координатам. Запишем систему уравнений Навье-Стокса, используя произвольные 
неортогональные координаты ( ) ( )x, y , x, yξ ξ η η= = , в обезразмеренном векторном 
виде: 

1q q E F R SI
t Re

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂τ ∂ ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η

⎛ ⎞
+ + + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

)) ) )) )  
(3) 

1
p

q u
J

υ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

) ; 1
x

y

U
E Uu p

J
U pυ

β
ξ
ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= +⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

)
; 1

x

y

V
F Vu p

J
V pυ

β
η
η

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= +⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

)
;

0
R uξ ξ

ξυ

α

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

)
;

0
S uη η

ηυ

α

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

)
; 

( )2 21
x y ;

Jξα ξ ξ= + ( )2 21
x y ;

Jηα η η= +   

где 
x y

x y

U u

V u

ξ ξ υ

η η υ

= +⎧⎪
⎨ = +⎪⎩

 – контравариантные составляющие вектора скорости, 

[ ]0 1 1I diag , ,= , ( )
( )

1x y
x y x y

x y

D ,
J

D x,y x y x yξ η η ξ

ξ ξξ η
ξ η η ξ

η η

⎡ ⎤
= = = − =⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
 – якобиан пре-

образования координат. Метрические коэффициенты определяются через производ-
ные от декартовых координат с помощью соотношений: 

x Jy ,ηξ =  y Jx ,ηξ = −  x Jy ,ξη = −  y Jx .ξη = (4) 

Система уравнений замыкается соответствующими граничными условиями. 
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Численный алгоритм. Аппроксимация по времени. Для вычисления пара-
метров потока на новом временном слое используется одношаговая явная трех-
слойная по времени схема первого порядка точности 

q H∂
∂τ

= −
)

,     

1E F q R SH I
t Re

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ξ ∂η ∂ ∂ξ ∂η

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + + − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

)) ) ))
.  

 
(5) 

Для выполнения уравнения неразрывности на временном шаге n  введем 
псевдовременной слой и обозначим его верхним индексом m . Подитерации по 
псевдовремени осуществляются по схеме: 

1

1

n,m n,m
n,mp p H

J τ

+ −
= −

∆
,  

 
(6) 

1

2

n,m n,m
n,mu u H

J τ

+ −
= −

∆
,  

 
(7) 

1

3

n,m n,m
n,mH

J
υ υ

τ

+ −
= −

∆
.  

 
(8) 

Алгоритм выполнения подытераций для каждого шага по времени работает 
до момента, пока максимальное значение дивергенции скорости и максимальное 
значение невязки в каждой точке не станут меньшими заданной точности. 

Численный алгоритм. Аппроксимация конвективных членов. Система 
уравнений параболично-гиперболическая. Применяется противопоточное вычисле-
ние разностей для пространственной дискретизации конвективных членов в урав-
нениях. 

Конвективные составляющие системы уравнений (3) дискретизируются ме-
тодом контрольных объемов, согласно которому двумерная расчетная область раз-
бивается на непересекаемые контрольные объемы. В пространстве переменных 
( ),ξ η  вокруг каждого узла сетки выделяется контрольный объем в виде прямо-
угольника со сторонами длины ξ∆ , η∆ , грани которого обозначаются полуцелыми 
индексами. Дискретизированные производные принимают вид 

1 2 1 2 1 2 1 2i / , j i / , j i , j / i , j /E E F FE F∂ ∂
∂ξ ∂η ξ η

+ − + −− −
+ ≈ +

∆ ∆

) ) ) )) )

.
 

(9) 

Расчет метрических коэффициентов на гранях контрольного объема произво-
дится по соотношениям вида 

1 2 1

1
2

x x x

i / i iJ J J
ξ ξ ξ

+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

,
 

(10) 

что в сочетании с центрально-разностными аппроксимациями для производных 

( )x , y ,x , yξ ξ η η  обеспечивает замкнутость контрольных объемов как в физическом 

пространстве { }x, y , так и в расчетном пространстве переменных { },ξ η . Значение 
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зависимых переменных приписывается к узлам сетки, поэтому при использовании 
контрольно-объемного подхода важным является алгоритм вычисления потоков на 
гранях ячеек. Основная идея использования алгоритма контрольного объема состо-
ит в возможности противопоточных аппроксимаций на гранях ячейки и одновре-
менного выполнения законов сохранения. 

Вычисление потоков на грани контрольного объема осуществляется с помощью 
соотношений: 

2 2
1 n

x y
x n x

y n y

U U
E Uu p U u n p

J J
U p U n pυ υ

β βξ ξ
ξ
ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

)
, 

n x yU n u n υ= + , 
2 2

x
x

x y

n
ξ

ξ ξ
=

+
, 

2 2
y

y
x y

n
ξ

ξ ξ
=

+
.

 
 
 

(11) 

Аналогично для F
)

. 
С целью повышения точности вычислений конвективных производных ис-

пользуется схема TVD (Total Variation Diminution). Можно показать [6], что практи-
чески любая TVD-схема может быть записана в виде 

( ) ( )UDS kk kϕ ϕ ψ= + , (12) 

где ( )UDS kϕ  – значение функции на грани контрольного объема, вычисленное по 

противопоточной схеме; kψ  – нелинейный ограничитель потоков, который являет-
ся функцией значений ϕ  в окрестности k-той грани контрольного объема. 

Схема против потока описывается с помощью следующих соотношений: 

( )
( )

1 1

1 2 1 1

0

0
R

R
R

i i i i i i

i i i i i i

, , u ;

, ,u ,

ϕ ψ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ψ ϕ ϕ ϕ ϕ
+ −

+ + + +

⎧ + − − ≥⎪= ⎨
− − − <⎪⎩

 

( )
( )

1 1 1 2

1 1

0

0
L

L
L

i i i i i i

i i i i i i

, , u ;

, , u .

ϕ ψ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ψ ϕ ϕ ϕ ϕ
− − − −

+ −

⎧ + − − ≥⎪= ⎨
− − − <⎪⎩

 
 
 

(13) 

Используется предложенный Колганом ограничитель потоков типа MinMod 
[3], имеющий вид 

( ) ( )

( )

1 0
2
0 0

L R L R

L R

k
MinMod , , , ;

, , .

ϕ ϕ ϕ ϕ
ψ

ϕ ϕ

⎧ ∆ ∆ ∆ ∆ >⎪= ⎨
⎪ ∆ ∆ ≤⎩

 
  

(14) 

Численный алгоритм. Аппроксимация вязких членов. Дискретизация 
вязких составляющих осуществляется по центрально-разностной схеме. Тогда пра-
вая часть системы (3) принимает следующий вид 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 1
2 2

i , j i , j i , j i , j
S SR RR S

Re Re
∂ ∂
∂ξ ∂η ξ η

+ − + −
⎛ ⎞−−⎛ ⎞ ⎜ ⎟+ ≈ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ∆⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

) )) )
))

.
 

(15) 
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Программная реализация. Для реализации описанной численной методики 
решения нестационарных двумерных уравнений Навье-Стокса несжимаемой жид-
кости, записанных относительно произвольной неортогональной системы коорди-
нат, разработано программное обеспечение на языке Fortran. Оно имеет развеет-
вленную структуру и базируется на следующем алгоритме решения. 

Исследуемая область течения покрывается расчетной сеткой. Численное ре-
шение будет определяться на гранях построенных вокруг каждого узла сетки кон-
трольных объемов. В начальный момент времени во всех узлах сетки задаются на-
чальные условия для u, , pυ , которые могут соответствовать некоторой реальной 
начальной ситуации (если речь идет о решении нестационарной задачи) либо неко-
торому грубому приближению к стационарному решению (если речь идет о режиме 
на установление). Вычислительный цикл начинается с того, что на новом времен-
ном шаге, который соответствует приросту времени t∆ , определяются новые зна-
чения u, , pυ . Следующий шаг – расчет новых значений на границах рассматри-
ваемой области, которые зависят от новых, уже вычисленных значений во 
внутренних точках области. Вычислительный цикл повторяется до тех пор, пока не 
будет рассчитан определенный промежуток времени или решение не выйдет на 
стационарное с заданной точностью. 

Программное обеспечение было разработано с высоким уровнем универсаль-
ности с целью реализации возможности моделирования задач гидродинамики вяз-
ких несжимаемых течений в областях произвольной формы часто с подвижными 
границами. Индивидуальными для каждой из решаемых задач были программные 
блоки построения сетки, блок задания начальных и вычисления граничных усло-
вий, а также главный блок управления с назначением определяющих параметров. 

Тестирование методики. Тестирование разработанного программно-
методического обеспечения проведено на задаче о развитии течения в квадратной 
каверне с верхней подвижной крышкой при задании различных значений числа 
Рейнольдса. Шаг по времени выбирался, исходя из условия Куранта-Фридрихса-
Леви. Вычислительная область квадратной формы покрывалась сеткой  
размерностью 101 101×  со сгущением около границ.  

В результате движения крышки под действием сил трения в каверне образу-
ется течение, имеющее циркуляционный характер (рис. 1), с нисходящими потока-
ми у правой стенки и восходящими у левой. Для течения характерно образование 
основного вихря, который заполняет большую часть полости, и ряда угловых вто-
ричных вихрей, которые вращаются в противоположном направлении. При этом 
количество вторичных вихрей определяется числом Рейнольдса. Течение во вто-
ричных угловых циркуляционных зонах, в свою очередь, вызывает появление еще 
более мелких зон циркуляции. 

Интенсивность течения определяется плотностью расположения линий тока 
(рис. 1). Область с их наибольшей плотностью находится в верхней части каверны. 
Здесь жидкость смещается с крышкой за счет сил трения. Вследствие этого движе-
ние несимметрично, центр вихря с экстремальным значением функции тока смещен 
по направлению движения (рис. 1, б, в, г – для больших значений числа Рейнольд-
са). Вихрь находится выше центра каверны. 

Интенсивность циркуляционного движения возрастает с увеличением числа 
Рейнольдса. С уменьшением влияния вязких эффектов в обратном токе максимум 
скорости приближается ко дну каверны. 
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а) Re = 10 б) Re = 100 

  
в) Re = 400 г) Re = 1000 

 
Рис. 1  

На рис. 2, 3 приведены профили горизонтальной и вертикальной составля-
ющих вектора скорости в срединных сечениях каверны (x=0.5 и y=0.5) для чисел 
Рейнольдса: Re = 10, Re = 100, Re = 400, Re = 1000. С ростом числа Рейнольдса 
скорость жидкости в центральной зоне каверны практически не изменяется 
(рис. 2, 3). Вблизи стенок наблюдается тенденция к образованию пристенных тече-
ний с резкими изменениями профилей скорости. 

 
Рис. 2 
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Рис. 3  
Полученная в результате расчета задачи картина течения в квадратной кавер-

не хорошо согласовывается с известными экспериментальными данными [1] и ре-
зультатами расчетов [2; 6; 8]. 

Результаты расчета обтекания цилиндра. Расчет обтекания неподвижного 
цилиндра проводился для чисел Рейнольдса 5, 40 и 100 на неравномерной сетке ти-
па «С» с количеством узлов 100 100×  в радиальном и круговом направлениях. 
Сгущение сетки возле поверхности тела группирует точки так, чтобы в погранич-
ный слой, толщина которого приблизительно определяется по формуле 

0 5,
Re

δ = ,
 

(16) 

входили по крайней мере 10 точек. Это сделано для более точного определения эф-
фектов вязкости в физической области. Радиус на бесконечности был принят в 
среднем 15 диаметров цилиндра, константа искусственной сжимаемости ѓ А1= . 

Выделяют три режима ламинарного течения в следе за цилиндром: стацио-
нарный безотрывной, стационарный отрывной и нестационарный отрывной перио-
дический. На рис. 3 приведено распределение линий тока, построенных по мгно-
венному полю скоростей. Течение при числах 5Re ≤  является безотрывным 
стационарным, то есть обтекание происходит без отрыва ламинарного погранично-
го слоя (рис. 4, а). С увеличением числа Рейнольдса под воздействием положитель-
ного градиента давления, вязких и конвективных сил возникает обратное течение, 
которое увеличивает толщину пограничного слоя. 

Стационарным отрывом пограничного слоя от поверхности цилиндра харак-
теризуется течение со значениями числа Рейнольдса: 5 45Re< <  (рис. 4, б). С рос-
том числа Рейнольдса, начиная со значения 5Re = , пристенный заторможенный 
слой продолжает утолщаться, вязкие силы вызывают его отрыв под небольшим уг-
лом в тех точках, где касательные напряжения становятся нулевыми. Как подтвер-
ждают полученные результаты, стационарный режим характеризуется наличием в 
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ближнем следе двух симметричных вихрей (рис. 4, б). Для 40Re =  в расчетах по-
лучена длина отрывной зоны 2 3sepL ,= , выраженная в диаметрах цилиндра. Гра-
ницу вихревой области для стационарного режима течения можно определить по 
разделяющей линии тока. 

 

 
а) Re = 5 
 

 
б) Re = 40 
 

 
в) Re = 100 
 

Рис. 4  
 
При дальнейшем увеличении числа Рейнольдса течение в следе за цилиндром 

приобретает асимметричный характер. Для 100Re =  (рис. 4, в) наблюдается зарож-
дение вихревой периодической дорожки. Происходит нестационарный отрыв вих-
рей, которые сносятся по течению через равные интервалы времени. Для чисел 
Рейнольдса 65Re >  в течении можно наблюдать так называемую дорожку Кармана. 
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Лобовая часть цилиндра является зоной повышенного давления. За цилин-
дром в завихренной зоне давление намного меньше по сравнению с давлением в 
невозмущенном потоке. Это иллюстрирует распределение изобар (рис. 5). 

 

 
а) Re = 5 
 

 
б) Re = 40 
 

 
в) Re = 100 
 

Рис. 5  
 
На рис. 6 представлен график распределения давления по поверхности ци-

линдра. Коэффициент давления вычислялся по формуле 

( )
2

2
p

p p
C

Uρ
∞

∞ ∞

−
=

 
(17) 
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С увеличением числа Рейнольдса происходит уменьшение коэффициента давления 
в передней и увеличение в задней критических точках (рис. 6). Максимальное зна-
чение коэффициента давления не меньше 1. 
 

 
Рис. 6  

 
Анализ структуры течения при обтекании цилиндра вязким несжимаемым по-

током, выполненный на основании полученных численных результатов, показывает 
согласование с экспериментальными данными [1] и расчетами других авторов [6; 8]. 

Заключение. Разработана численная методика моделирования вязких несжи-
маемых ламинарных течений на основе нестационарных уравнений Навье-Стокса, 
записанных в физических переменных в произвольной неортогональной системе  
координат. Связь полей скоростей и давления осуществляется с помощью метода  
искусственной сжимаемости. Система уравнений дискретизирована по методу  
контрольного объема. Точность аппроксимации конвективных производных была 
повышена применением противопоточной схемы TVD. Вязкие составляющие  
аппроксимировались центрально-разностной схемой второго порядка точности.  
Интегрирование по времени выполнялось с помощью явной одношаговой схемы с 
использованием подытераций. На основе численного алгоритма реализован универсаль-
ный программно-методический комплекс для расчета нестационарных несжимаемых 
ламинарных внешних и внутренних течений в областях произвольной геометрии. 
Исследована структура и закономерности развития циркуляции в задачах о течении в 
квадратной каверне с подвижной крышкой и обтекании кругового неподвижного  
цилиндра. Проанализированы поля скоростей, распределения линий тока, изобар. 
Параметрические исследования показали существенное влияние числа Рейнольдса на 
структуру течения. Работоспособность численной методики подтверждена сравнени-
ем полученных результатов с экспериментальными данными [1] и расчетами [2; 6; 8]. 
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В дальнейшем, планируется расширить область применения данной методики до 
расчета задач свободной конвекции с произвольно заданной геометрией.  
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УДК 531 

А.Д. Шамровский, В.А. Шевченко, Ю.А. Лымаренко, Ю.М. Пазюк 1 
Запорожская государственная инженерная академия 

АКТИВНОЕ ГАШЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ  
В ПРУЖИННО-МАССОВОЙ ЦЕПОЧКЕ 

На прикладі пружинно-масового ланцюжка розв’язана задача про гасіння резонансних 
та нерезонансних коливань різних елементів системи шляхом впливу на будь-який інший еле-
мент системи силою, амплитуда якої залежить від частоти вимушених коливань. Використання 
у розрахунках головних координат дозволило розщепити систему рівнянь руху, що позбавило 
від необхідності розв’язання зв’язаних систем диференціальних рівнянь. 

Ключові слова: пружинно-масовий ланцюжок, коливання, резонанс, головні координати, 
гасіння коливань, керований антирезонанс, амплітудно-частотні характеристики. 

На примере пружинно-массовой цепочки решена задача о гашении резонансных и нерезонансных 
колебаний различных элементов системы путем воздействия на какой-либо другой элемент системы 
силой, амплитуда которой зависит от частоты вынужденных колебаний. Использование в расчетах 
главных координат позволило расщепить систему уравнений движения, что избавило от необходимости 
решения связанных систем дифференциальных уравнений. 

Ключевые слова: пружинно-массовая цепочка, колебания, резонанс, главные координа-
ты, гашение колебаний, управляемый антирезонанс, амплитудно-частотные характеристики. 

By the example of spring-mass chain the problem about resonance and nonresonance vibrations 
damping of different system elements by influences on some other system element by power, which 
amplitude depends on forced vibrations frequencies, is solved. Using in calculation main coordinates 
has allowed to split the motion equations system that has delivered from necessity of the connected 
differential equations systems decision. 

Key words: spring-mass chain, vibrations, resonance, main coordinates, vibrations damping, 
operated antiresonance, amplitude-frequency responses. 

Введение. Широкое использование в современной промышленности и  
строительстве высокоэффективных вибрационных и виброударных процессов со-
провождается увеличением интенсивности и расширением спектра нежелательных 
виброакустических явлений. Вредные вибрации нарушают планируемые конструк-
тором законы движения машин, механизмов и систем управления, порождают неус-
тойчивость процессов и могут вызвать отказы и полную расстройку всей системы [2]. 

Решение проблемы гашения колебаний на современном этапе связано с соз-
данием регуляторов – активных гасителей колебаний [1]. Однако большинство 
предлагаемых подходов и методик позволяют лишь частично решить данную про-
блему, обеспечивая только локальное гашение резонанса при строго определенных 
параметрах системы [4–10]. 

В [3] на примере двухмассовой системы предложена технология управления 
резонансными явлениями во всем диапазоне частот колебаний системы. В данной 
работе эта технология расширена на случай многомассовой системы. В расчетах 
предлагается использовать главные координаты, что позволяет расщепить систему 
уравнений движения и, таким образом, избавляет от необходимости решения свя-
занных систем дифференциальных уравнений. 

Трехмассовая цепочка. Рассмотрим пружинно-массовую цепочку, состоящую 
из трех одинаковых грузиков массой m  и четырех пружин жесткости c . Левая и 
правая границы цепочки жестко закреплены. 

                                           
1© А.Д. Шамровский, В.А. Шевченко, Ю.А. Лымаренко, Ю.М. Пазюк, 2009 
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Свободные колебания такой цепочки определяются собственными частотами 

( )1 2 2 c mω = − , 2 2c mω = , ( )3 2 2 c mω = +  и соответствующими фор-

мами колебаний [9]:  

 1

1 2

1 2
1 2

/

X /
/

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    2

1 2
0

1 2

/
X

/

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

,    3

1 2

1 2
1 2

/

X /
/

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (1) 

Пусть к первому грузу приложена гармоническая возбуждающая сила 
f pcos kt=  (рис. 1). 

 

32  1  x   x   x   

m  m  m  c  c  c  c  
f=pcoskt

 
Рис. 1 

Движение такой цепочки описывается связанной системой дифференциаль-
ных уравнений 

1 1 22mx cx cx pcos kt+ − =&& , 

 2 1 2 32 0mx cx cx cx− + − =&& , (2) 

3 2 32 0mx cx cx− + =&& . 

Знание собственных частот и форм колебаний позволяет, путем перехода к 
главным координатам, расщепить связанную систему уравнений. Для этого умно-
жим систему уравнений (2) на каждый из собственных векторов (1): 

( )1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 12 2
2 2 2 22 2

m x x x c x x x p cos kt⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

&& && && , 

 1
1 3 1 3 2

1 1 1 12
2 2 2 2

m x x c x x pcos kt⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

&& && , 

( ) 1
1 2 3 1 2 3 2

1 1 1 1 1 12 2
2 2 2 22 2

m x x x c x x x pcos kt⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

&& && && . 

Вводя обозначения 

 1 1 2 3
1 1 1
2 22

y x x x= + + , 2 1 3
1 1
2 2

y x x= − , 3 1 2 3
1 1 1
2 22

y x x x= − + , (3) 

получаем 

( ) 1
1 1 22 2my cy pcos kt+ − =&& , 

 1
2 2 2

2my cx p cos kt+ =&& , (4) 
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( ) 1
3 3 22 2my cy pcos kt+ + =&& . 

Разыскиваем стационарные решения уравнений (4) в виде, подобном правым 
частям уравнений: 

 1 1y A cos kt= , 2 2y A cos kt= , 3 3y A cos kt= . (5) 

Подставляя (5) в (4) получаем 

 
( )1 22 2 2

pA
c mk

=
⎡ ⎤− −⎣ ⎦

, 
( )2 22 2

pA
c mk

=
−

, 
( )3 22 2 2

pA
c mk

=
⎡ ⎤+ −⎣ ⎦

. 

Соответствующие графики (амплитудно-частотные характеристики) приве-
дены на рис. 2. 

3

3

2   

2   

1   

1   

ω   

ω   

ω   k  

k 

k 

A   

A   

A   

 
Рис. 2 

Видны резонансы на собственных частотах колебаний цепочки.  
Используя полученные из (3) зависимости: 

 1 1 2 3
1 1 1
2 22

x y y y= + + , 2 1 3
1 1
2 2

x y y= − , 3 1 2 3
1 1 1
2 22

x y y y= − + , (6) 

переходим к исходным координатам 1x , 2x , 3x : 

 1 1xx A cos kt= , 2 2xx A cos kt= , 3 3xx A cos kt= , 

где 1 1 2 3
1 1 1
2 22xA A A A= + + , 2 1 3

1 1
2 2xA A A= − , 3 1 2 3

1 1 1
2 22xA A A A= − + . 

Соответствующие амплитудно-частотные характеристики приведены на рис. 3. 
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Каждый из резонансов раскачивает систему по соответствующей собствен-
ной форме колебаний. В частности, при частоте 2ω  средняя масса имеет нулевую 
амплитуду, поэтому она не входит в резонанс, в отличие от первой и третьей масс. 

 

3

3

3

x3

2   

2   

2   

x2   

x1   

1   

1   

1   
ω   

ω   

ω   

ω   

ω   

ω   

ω   

ω   

ω   

k  

k 

k 

A   

A   

A   

. 
Рис. 3 

Управляемый антирезонанс. Обратим внимание на то, что при резонансе це-
почки возрастают до больших значений одновременно амплитуды всех грузов, а не 
только того, на который действует возбуждающая сила. Иначе говоря, сила, дейст-
вующая на один груз, оказывает большое влияние не только на этот груз, но и на 
все остальные. Используем этот эффект для гашения резонанса цепочки. 

Пусть возбуждающие силы одинаковой частоты действуют одновременно на 
первый и третий грузы (рис. 4) 

32  1  x   x   x   

m  m  m  c  c  c  c  

f =p coskt f =p coskt
3 31  1  

 
Рис. 4 

Дифференциальные уравнения движения принимают вид: 

1 1 2 12mx cx cx p cos kt+ − =&& , 

 2 1 2 32 0mx cx cx cx− + − =&& , 

3 2 3 32mx cx cx p cos kt− + =&& . 

После умножения на собственные вектора (1) получаем: 

( ) 1 3
1 12 2

2
p p

my cy cos kt
+

+ − =&& , 
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 1 3
2 22

2
p p

my cy cos kt
−

+ =&& , 

( ) 1 3
3 32 2

2
p p

my cy cos kt
+

+ + =&& . 

Разыскивая вновь решения этих уравнений в форме (5) имеем: 

( )
1 3

1 2 2
12

p p
A

m kω

+
=

−
, 

( )
1 3

2 2 2
22

p p
A

m kω

−
=

−
, 

( )
1 3

3 2 2
32

p p
A

m kω

+
=

−
. 

Переходя, при помощи (6), к исходным координатам 1x , 2x , 3x , получаем: 

 1 1xx A cos kt= , 2 2xx A cos kt= , 3 3xx A cos kt= , (7) 

где 

( ) ( ) ( )
1 3 1 3 1 3

1 1 2 3 2 2 2 2 2 2
1 2 3

1 1 1
2 22 4 2 4

x
p p p p p p

A A A A
m k m k m kω ω ω

+ − +
= + + = + +

− − −
, 

 
( ) ( )

1 3 1 3
2 1 3 2 2 2 2

1 3

1 1
2 2 2 2 2 2

x
p p p p

A A A
m k m kω ω

+ +
= − = −

− −
, (8) 

( ) ( ) ( )
1 3 1 3 1 3

3 1 2 3 2 2 2 2 2 2
1 2 3

1 1 1
2 22 4 2 4

x
p p p p p p

A A A A
m k m k m kω ω ω

+ − +
= − + = − +

− − −
. 

Подберем амплитуду силы, действующей на третью массу, из условия равен-
ства нулю амплитуды колебаний первой массы 

( ) ( ) ( )
1 3 1 3 1 3

1 2 2 2 2 2 2
1 2 3

0
4 2 4

x
p p p p p p

A
m k m k m kω ω ω

+ − +
= + + =

− − −
. 

Отсюда имеем 

 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 2 33

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 3 1 2 2 3

2

2

k k k k k kp
p k k k k k k

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

− − + − − + − −
=

− − − − − − − −
. (9) 

На рис. 5 изображен соответствующий график зависимости ( )3 1p p f k= , а 
также графики зависимостей ( )2 2x xA A k=  и ( )3 3x xA A k= , которые получаются из 
(8) при условии соблюдения соотношения (9) 

Из представленного графика видно, что для любого значения 1p  амплитуды 
силы, действующей на первую массу, существует такая амплитуда 3p  силы, дейст-
вующей на третью массу, которая обеспечивает неподвижное состояние первой 
массы. При этом вторая масса колеблется с постоянной (не зависящей от частоты 
колебаний k ) амплитудой, а амплитуда третьей массы изменяется в конечных пре-
делах. Таким образом, колебания массы, на которую действует нагрузка, гасятся 
силой, действующей на другую массу. 
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13  
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Рис. 5 

Рассмотрим теперь случай действия компенсирующей силы на вторую массу 
(рис. 6). 

 

32  1  x   x   x   

m  m  m  c  c  c  c  

f =p coskt f =p coskt
2 21  1  

 
Рис. 6 

 
Дифференциальные уравнения движения принимают вид: 

1 1 2 12mx cx cx p cos kt+ − =&& , 

2 1 2 3 22mx cx cx cx p cos kt− + − =&& , 

3 2 32 0mx cx cx− + =&& . 

После умножения на собственные вектора (1) получим: 

( ) 1 2
1 12 2

2 2
p pmy cy cos kt⎛ ⎞+ − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
&& , 

1
2 22

2
pmy cy cos kt+ =&& , 

( ) 1 2
1 12 2

2 2
p pmy cy cos kt⎛ ⎞+ + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
&& . 

Разыскивая решение в форме (5), получаем: 
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( )
1 2

1 2 2
1

2

2

p pA
m kω

+
=

−
, 

( )
1

2 2 2
22

pA
m kω

=
−

, 
( )

1 2
3 2 2

3

2

2

p pA
m kω

−
=

−
. 

В соответствии с (7) и (6) имеем: 

( ) ( ) ( )
1 2 1 1 2

1 1 2 3 2 2 2 2 2 2
1 2 3

2 21 1 1
2 22 4 2 4

x
p p p p pA A A A
m k m k m kω ω ω

+ −
= + + = + +

− − −
, 

 
( ) ( )

1 2 1 2
2 1 3 2 2 2 2

1 3

2 21 1
2 2 2 2 2 2

x
p p p pA A A
m k m kω ω

+ −
= − = −

− −
, (10) 

( ) ( ) ( )
1 2 1 1 2

3 1 2 3 2 2 2 2 2 2
1 2 3

2 21 1 1
2 22 4 2 4

x
p p p p pA A A A
m k m k m kω ω ω

+ −
= − + = − +

− − −
. 

Вновь потребуем равенства нулю амплитуды колебаний первой массы 

( ) ( ) ( )
1 2 1 1 2

1 2 2 2 2 2 2
1 2 3

2 2 0
4 2 4

x
p p p p pA
m k m k m kω ω ω

+ −
= + + =

− − −
. 

Отсюда 

 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 1 3 1 22

2 2 2 21 1 3 2

2

2

k k k k k kp
p k

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω

− − + − − + − −
=

− −
. (11) 

На рис. 7 приведены графики зависимости ( )2 1p p f k= , а также зависимос-
тей ( )2 2x xA A k=  и ( )3 3x xA A k= , построенных с учетом (11). 

3
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12  
/p   p  

 
Рис. 7 
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Анализ этих графиков показывает определенные отличия от предыдущего 
случая. На верхнем графике видна типично резонансная картина при частоте 2ω . 
Чтобы понять происхождение этого резонанса вспомним, что при данной частоте 
средняя масса неподвижна, т. е. сила 2f  действует на узловую точку. Иначе говоря, 
ее воздействие на систему отсутствует. При приближении к частоте 2ω  воздейст-
вие на систему силы 2f  уменьшается; данное уменьшение компенсируется возрас-
танием амплитуды силы 2p , что и отражено на графике. 

Резонанс на нижнем графике также связан с тем, что при частоте 2ω  воздей-
ствие второй силы исчезает, при этом сохраняется воздействие первой силы, что и 
вызывает резонанс. 

Используя формулы (10) решим также задачу о гашении при помощи силы 
1f , приложенной к первой массе, вибраций второй массы, на которую действует 

сила 2f . Приравнивая к нулю амплитуду колебаний второй массы 2xA , получаем 

( ) ( ) ( )2 21 2 1 2 1
2 22 2 2 2 21 3

2 2 0
2 2 2 2

x
p p p p p mA k

p cm k m k
ω

ω ω

+ −
= − = ⇒ = −

− −
. 

На рис. 8 приведены соответствующие графики зависимостей ( )1 2p p f k= , 
а также зависимостей ( )1 1x xA A k= , ( )3 3x xA A k= . 

3

3

3

x3
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2   

x1  

1   

1   

1   ω   

ω   

ω   

ω   

ω   

ω   

ω   

ω   

ω   

k   

k  

k  

A   

A   

21  
/p   p  

 
Рис. 8 

Видно, что одновременно со второй массой, остается неподвижной и третья 
масса, а первая масса, на которую действует антивибратор, имеет постоянную ам-
плитуду. 

С учетом симметрии цепочки можно считать, что рассмотрены все принци-
пиально различные случаи как возбуждения, так и гашения ее колебаний. 

Подводя итоги, можно сделать вывод о том, что и в случае трехмассовой це-
почки гашение колебаний возможно почти всегда; исключением является случай, 
когда антивибратор приложен в узловой точке. 
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Цепочка произвольной длины. Пусть цепочка имеет n  одинаковых грузи-
ков массы m  и 1n +  одинаковых пружин жесткости c . Свободные колебания та-
кой цепочки задаются собственными формами: 

 

1

2

j

j
j

nj

a

a
X

...
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1
1ij

ija sin
a n

π
=

+
, 1

2
na +

=  ( )1i, j ,...,n=  (12) 

и собственными частотами 

2 2 1
1j

c jcos
m n

πω ⎛ ⎞= −⎜ ⎟+⎝ ⎠
, ( )1j ,...,n= . 

Пусть на грузики действуют возбуждающие силы i if p cos kt=  ( )1i ,...,n= . 
Тогда дифференциальные уравнения колебаний цепочки будут иметь вид: 

1 1 2 12mx cx cx p cos kt+ − =&& , 

1 12i i i i imx cx cx cx p cos kt− +− + − =&&  ( )2 1i ,...,n= − , 

1 2n n n nmx cx cx p cos kt−− + =&& . 

Умножая эти уравнения на вектора (12), получаем 

 ( )2

1

1 1
n

j j j ji i
i

y y a p cos kt j ,...,n
m

ω
=

+ = =∑&& , (13) 

где  

 
1

n
j ji i

i
y a x

=
= ∑  ( )1j ,...,n= . (14) 

Разыскивая решения уравнений (13) в виде j jy A cos kt= , имеем 

( )
1

2 2

n
ji i

i
j

j

a p
A

m kω
==

−

∑
 ( )1j ,...,n= . 

Для возврата к исходным величинам используем преобразования, обратные к (14) 

1

n
i ij j

j
x a y

=
= ∑ ( )1i ,...,n= . 

Здесь учтено, что для ортонормированной симметричной матрицы преобра-
зований (14) обратная матрица совпадает с исходной. 

Окончательно получим 

 i xix A cos kt= ,  
( )

1
2 2

1

n
jr rn

r
xi ij

j j

a p
A a

m kω
=

=
=

−

∑
∑ . (15) 

На рис. 9 изображены ампдитудно-частотные характеристики цепочки при 
6n =  и силе, действующей только на первую массу. 
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Рассмотрим также случай сил, действующих одновременно на две массы. На 
рис. 10 изображена амплитудно-частотная характеристика первой массы при оди-
наковых силах, действующих на первую и шестую массу. Мы видим, что сохрани-
лись резонансы на первой, третьей и пятой собственных частотах, но исчезли резо-
нансы на четных частотах. 
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Рис. 9 
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Рис. 10 

Это объясняется тем, что на четных частотах первая и шестая массы движут-
ся в противоположные стороны с одинаковыми амплитудами; поэтому одинаковые 
силы, действующие на эти массы, как бы уравновешивают друг друга. 

На рис. 11 изображена амплитудно-частотная характеристика той же первой 
массы, но при условии, что сила, действующая на шестую массы, противоположно 
направлена (при той же величине). 
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Теперь погашены резонансы на нечетных частотах, поскольку этим частотам 
отвечают одинаковые движения первой и шестой масс, которые и уравновешива-
ются противоположно направленной силой. 

65  4  3  2  1  ω   ω   ω   ω   ω   ω   

x1   

k 

A  

 
Рис. 11 

Управляемый антирезонанс. Из рассмотренных выше примеров видно, что 
одна из сил, действующих на цепочку, может погасить резонансы, вызванные дру-
гой силой с другой точкой приложения. Однако, при постоянных амплитудах сил 
гасится только часть резонансов. 

Поставим глобальную задачу полного гашения колебаний той массы, на  
которую действует возбуждающая сила, при помощи силы, действующей на  
другую массу. Очевидно, что амплитуда этой второй силы должна изменяться в 
зависимости от частоты колебаний. 

Пусть возбуждающая сила действует на массу номер s , а гасящая сила – на 
массу номер q ; другие силы отсутствуют. Тогда из (15) получаем 
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Потребуем равенства нулю амплитуды колебаний s-й массы 
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При заданной амплитуде sp  для qp  имеем: 
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На рис. 12 изображен график зависимости ( )q

s

p
f k

p
=  для случая шестимас-

совой цепочки ( 6n = ) и действия возбуждающей силы на первую массу ( 1s = ) и 
гасящей силы на шестую массу ( 6q = ). 
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Выводы. Изучение вынужденных колебаний цепочек позволило выявить яв-
ление управляемого резонанса. Благодаря взаимосвязанности колебаний различных 
грузов цепочки удается, теоретически, гасить резонансные и нерезонансные коле-
бания груза, на который действует возбуждающая сила, при помощи воздействия 
на какой-либо другой груз силой, амплитуда которой зависит от частоты вынуж-
денных колебаний. Решение подобной задачи возможно практически во всех воз-
можных случаях, за исключением тех, когда антивибратор приложен к узловой 
точке колебаний гасимого резонанса. 

В ходе решения использован переход к главным координатам, что позволило 
расщепить систему уравнений движения и, таким образом, избавило от необходи-
мости решения связанной системы дифференциальных уравнений. 

Хотя данная задача решалась, пока что, только для цепочки, полученные ре-
зультаты можно обобщить и для других, более сложных и реальных систем. 
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До 90-річчя з дня народження  
академіка Моссаковського Володимира Івановича 

 
13.07.2009 р. виповнилось би 90 років (27.08.1919 – 13.07.2006) 

академіку НАН України, Почесному громадянину м. Дніпропетровська, 
почесному ректору Дніпропетровського університету, доктору фізико-
математичних наук, професору Моссаковському Володимиру Івановичу.  

 

В.І. Моссаковський народився в м. Мелітополі Запорізької області в родині 
службовців. У 1939 році вступив на фізико-математичний факультет 
Дніпропетровського держуніверситету. У жовтні цього ж року його було 
призвано до Червоної Армії і далі зі строкової служби направлено на фронт 
Великої Вітчизняної війни. Був командиром артилерійської обслуги. Приймав 
участь у бойових діях. Нагороджений орденом «Червона Зірка» і медалями. 

У грудні 1945 року В.І. Моссаковський поновив навчання в ДДУ За 11 
років він проходить шлях від першокурсника до доктора наук. Закінчує з 
відзнакою фізико-математичний факультет, через два роки аспірантури 
достроково захищає кандидатську дисертацію, а в 1956 році, будучи 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка». Вип. 13, т. 2. №5.   2009 

192 

докторантом Інституту механіки АН СРСР (м. Москва), і докторську 
дисертацію «Деякі просторові контактні задачі теорії пружності». Одержані 
в ній фундаментальні результати стали підґрунтям для подальших 
досліджень деформування пружних тіл в умовах контактної взаємодії, які 
були згодом реалізовані ним особисто та в роботах його численних учнів. 

В.І. Моссаковським отримано вагомі наукові результати в галузі 
математичної теорії пружності, теорії тріщин і механіки крихкого 
руйнування, статики й динаміки тонкостінних конструкцій. Ним уперше, в 
точній постановці, розв`язано мішані задачі теорії пружності для півпростору 
з круговою лінією поділу граничних умов, задача для простору з плоским 
круговим перетином, низка контактних задач із змінною областю контакту, 
а також отримано результати з теорії аналітичних функцій та інтегральних 
перетворень, аналітичної теорії диференціальних рівнянь класу Фукса. Ним 
запропоновано ефективні підходи дослідження контактних задач для не 
кругових у плані штампів. Під його безпосереднім керівництвом розроблено 
нові інтерференційно-оптичні методики досліджень, що дало змогу 
отримати суттєві експериментальні результати у галузі статики і динаміки 
неоднорідних тонкостінних конструкцій та контактної взаємодії твердих тіл.  

З 1957 року В.І. Моссаковський плідно співпрацює з ученими та 
інженерами конструкторського бюро «Південне» та інших проектних 
організацій. Під його керівництвом і за його участю розроблено унікальні 
методики розрахунку міцності й надійності елементів конструкцій ракетно-
космічної техніки, що відзначено Державною премією СРСР (1970 р.) і 
Премією Ради Міністрів СРСР (1981 р.).  

Для забезпечення потреб у фахівцях із міцності й надійності 
конструкцій ракетно-космічної техніки 1953 року в ДДУ відкрито кафедру 
аеромеханіки й теорії пружності (пізніше – це кафедра прикладної теорії 
пружності, а сьогодні – обчислювальної механіки й міцності конструкцій), 
засновником і завідувачем якої більше 35 років був В.І. Моссаковський. При 
цій кафедрі ним була створена (1969 р.) проблемна науково-дослідна лабо-
раторія міцності й надійності конструкцій. Колективи кафедри та лабо-
раторії одержали вагомі наукові результати в галузі механіки деформівного 
твердого тіла, розробки та обґрунтування методів розрахунку та експери-
ментальних досліджень тонкостінних конструкцій і стрижневих систем.  

Багато уваги вчений приділяв організаторській і педагогічній 
діяльності. Під керівництвом В.І. Моссаковського захищено 11 докторських 
і 47 кандидатських дисертацій. Як результат – у Дніпропетровську склалася 
відома наукова школа механіки деформівного твердого тіла. 

Визнанням наукового авторитету В.І. Моссаковського стало його обрання в 
1967 році членом-кореспондентом, в 1972 році – дійсним членом Академії наук 
УРСР, а також членом Національного комітету з теоретичної й прикладної механіки.  

В.І. Моссаковський – автор понад 270 наукових праць, серед яких 7 
монографій. Він був ініціатором проведення й головою багатьох наукових 
конференцій і симпозіумів, науковим керівником авторитетних наукових 
семінарів, очолював роботу редколегій наукових видань. 
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Важко переоцінити внесок В.І. Моссаковського у розвиток Дніпропет-
ровського університету, ректором якого він був протягом 22 років. За цей 
час істотно зріс якісний рівень науково-викладацького складу, значно 
зміцнилась матеріально-технічна база університету, побудовано нові нав-
чальні й наукові корпуси, сучасну бібліотеку, спортивний комплекс, ство-
рено обчислювальний центр. Було організовано нові факультети, кафедри й 
лабораторії, зміцнено зв'язки з навчальними закладами і промисловими 
підприємствами. Дніпропетровський державний університет став одним із 
провідних вузів СРСР. 

Діяльність В.І. Моссаковського відзначена званням Героя Соціалістич-
ної Праці, двома орденами Леніна, орденом князя Ярослава Мудрого. 
Академік В.І. Моссаковський – Почесний громадянин м. Дніпропетровська, 
Заслужений діяч науки України, Заслужений професор, Почесний ректор 
Дніпропетровського національного університету. Міжнародним Бібліограф-
фічним Інститутом (Кембридж, Велика Британія) В.І. Моссаковського 
визнано Людиною 2000 року. 

В.І. Моссаковський був багатогранною творчою особистістю. Володів 
багатьма іноземними мовами, був закоханим у літературу, знавцем історії, 
добре грав у шахи, любив спорт, його приваблювали всі чари життя. 
Талановитий учений-механік, він був носієм культури у найвищому 
розумінні цього слова.  

Віддаючи данину пам’яті талановитому вченому більше трьохсот 
науковців і вчених, майже з 10 країн світу прийняли участь у проведеній в 
жовтні 2007 року в ДНУ Міжнародній науково-технічній конференції 
пам’яті академіка В.І. Моссаковського «Актуальні проблеми механіки 
суцільного середовища і міцності конструкцій».  

Підготовлена та подана до друку книга: «В.І. Моссаковський – учений, 
ректор, особистість» / Під ред. М.В. Полякова, В.С. Гудрамовича, А.П. Дзюби. 
– Дніпропетровськ: Вид-во Дніпропетровського університету. 2008.– 684 с. 

На відзнаку пам'яті визначного вченого Дніпропетровським 
національним університетом ім. О. Гончара уведено «Положення про 
нагородження... » та Почесна медаль «Академік Володимир 
Моссаковський», якою вже нагороджено майже 90 відомих вчених-
механіків серед яких більше 20-ти академіків та член-кореспондентів НАН 
України, відомих державних діячів, організаторів освіти і науки України.  

Редакційна колегія 
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